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3. Grafi 233.1. Ievads par grafiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.2. Koki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.3. Meklēšana dzil,umā . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.4. Meklēšana plašumā . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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1. Implementācijas idejas

1.1. Datu tipi

1.1.1. Programmas sākums

Olimpiādēs būtu jāizmanto nevis int un double, bet gan long long un long double.Šo var dar̄ıt vienmēr, jo atmin, as ierobežojumi l,oti reti izraisa problēmas. Pie tam, neiz-mantojot long long un long double, ir iespējams pavisam viegli zaudēt punktus.
Īsāka pieraksta nolūkos, pien, emam, ka visas programmas, kas tālāk sekos, satur š̄ısrindas:
-7 #include <bits/stdc++.h> // iekl,aujam visu
-6
-5 using namespace std;
-4
-3 typedef long long ll;
-2 typedef long double ld; // šo var izlaist, ja double nevajag
-1
Pie tam, vienmēr pien, emsim, ka rinda ar kārtas numuru 0 satur int main(). Attiec̄ıgi,ja rindai ir negat̄ıvs kārtas numurs, tā atrodas pirms int main(), citādi tā atrodas iekš
int main().
Tad mēs varam ieviest dažus main̄ıgos pavisam ı̄sā veidā:
1 ll a = 743; // vesels skaitlis
2 ld b = -0.132923; // decimālskaitlis

Olimpiādes sistēmā var atrast saiti "Standarta ievads un izvads" ar šādām rindām:
1 ios::sync_with_stdio(0);
2 cin.tie(NULL);
Tās vērts izsaukt int main() sākumā, jo ı̄paši, ja uzdevumā ir jāielasa daudz datu.
1.1.2. Vektori un simbolu virknes

Tips vector ir saraksts ar maināmu elementu skaitu. Lūk, piemērs, kura beigās tiek iz-vad̄ıti visi vektora elementi:
1 vector<ld> v(3);
2 v = {-34.3, 2.334, 83.1};
3 for(auto el:v) cout << el << " ";
Mēs varam pievienot elementu vektora beigām ar v.push_back(), un izn, emt pēdējoelementu ar v.pop_back(). Noteiktā br̄ıža elementu skaitu var iegūt ar v.size().
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Simbolu virkne string pēc savas būt̄ıbas ir l̄ıdz̄ıga vector<char>. Tai darbojas visasiepriekšminētās funkcijas, kā ar̄ı:
4 ll a = stoll("743"); // pārvērš string par ll
5 ld b = stold("-0.132923"); // pārvērš string par ld
6 string s = to_string(b); // pārvērš ll vai ld par string
7 cout << s.substr(2, 4) << "\n";
Funkcija s.substr(i, n) atgriež tādu string, kas sākas ar s[i] un ir n simbolus gara.Tātad, s.substr(2, 4) atgriež ".132", jo s[2]==’.’, un virknei jābūt 4 simbolus garai.
1.1.3. Vārdn̄ıcas

Viens l,oti vērt̄ıgs datu tips ir map. Aplūkosim šādu piemēru:
1 map<string, ld> m;
2 m["Aija"]=7.3;
3 m["Zane"]=-2;
Š̄ı vārdn̄ıca l,auj jebkurai string vērt̄ıbai piešk, irt atbilstošu ld vērt̄ıbu. Mēs varam uzzināt,vai string s ir vārdn̄ıcā, ar m.count(s), un mēs varam to izvad̄ıt ar m[s].
Nedaudz jāuzmanās ar to, ka, ja mēs mē ‘gināsim piekl,ūt kādai vērt̄ıbai, kas neeksistē, tad
map to automātiski izveidos. Piemēram, var aplūkot š̄ıs rindas:
4 cout << m["Rita"] << "\n";
5 cout << m.count("Rita") << "\n";
Mēs it kā neesam iestat̄ıjuši vērt̄ıbu priekš m["Rita"], tāpēc gribētos domāt, ka pēdējārinda izvad̄ıs 0. Taču tā izvada 1, jo mēs iepriekš esam mē ‘ginājuši piekl,ūt šim elementam.
Visbeidzot, map var definēt ar̄ı ar citiem datu tipiem. Lūk, daži interesanti varianti:
1 map<char, ll> m1;
2 m1['a'] = 2;
3 cout << m1['a'] << " ";
4
5 map<string, vector<ll> > m2;
6 m2["teksts"].push_back(4);
7 for(auto el:m2["teksts"]) cout << el << " ";
8
9 map<pair<ll, ll>, bool> m3;
10 m3[{7,4}] = true;
11 cout << m3[{7,4}] << "\n";
Š̄ı programma attiec̄ıgi izvada 2 4 1.
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1.1.4. Rindas

Mums svar̄ıgs ir viens rindu tips - priority_queue.
1 priority_queue<ll> Q;
2 Q.push(5);
3 Q.push(8);
4 Q.push(2);
Šāda rinda automātiski visus elementus saglabā tādā sec̄ıbā, lai "augšējais" elementsbūtu vislielākais. Taču piekl,ūt var tikai šim vienam elementam - to var nolas̄ıt ar Q.top(),un to var izn, emt ar Q.pop(). Lūk, piemērs:
5 cout << Q.top() << " ";
6 Q.pop();
7 cout << Q.top() << "\n";
Š̄ı programma izvada 8 5.
Mums ir iespējams definēt ar̄ı citu datu tipu rindas, kā priority_queue<string> vai ar̄ı
priority_queue<pair<ll, ll> >.
Nedaudz sarež ‘ḡıtāk ir definēt rindu, kuras "augšējais" elements ir nevis vislielākais ele-ments, bet vismazākais elements.
1 priority_queue<ll, vector<ll>, greater<ll> > Q;
2 Q.push(7);
3 Q.push(3);
4 cout << Q.top() << "\n";
Š̄ı programma izvada 3.
1.1.5. Uzdevumi

Izmanto šos datu tipus, lai atrisinātu uzdevumus 1703B un 652B mājaslapā Codeforces.
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1.2. Binārā meklēšana

1.2.1. Motivācija

Teiksim, ka mums ir dots augošā sec̄ıbā sakārtots vektors ar skaitl,iem:
1 vector<ll> s(15);
2 s = {10,11,12,14,17,18,19,22,24,28,33,37,39,40,43};
Kurā poz̄ıcijā atrodas skaitlis 18? Protams, mēs varam pamē ‘gināt kaut ko naivu:
3 ll i=0;
4 while(s[i]!=18) i++;
5 cout << i << "\n";
Šis ir ātri, jo, tā kā s[5]==18, atbilde ir 5. Taču, ja mums būtu saraksts ar tūkstošiempozit̄ıvu un negat̄ıvu skaitl,u, šis pēkšn, i kl,ūtu par l,oti lēnu risinājumu.
1.2.2. Ideja

Vispirms, aplūkosim vidējo elementu.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 11 12 14 17 18 19 22 24 28 33 37 39 40 43

Vidējais elements ir lielāks par 18, tātad 18 atrodas kaut kur pa kreisi no vidējā elementa.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 11 12 14 17 18 19 22 24 28 33 37 39 40 43

Aplūkojam atlikušās dal,as vidējo elementu.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 11 12 14 17 18 19 22 24 28 33 37 39 40 43

Šis elements ir mazāks par 18, tātad 18 jābūt kaut kur pa labi no tā.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 11 12 14 17 18 19 22 24 28 33 37 39 40 43

Atkal aplūkojam atlikušās dal,as vidējo elementu.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 11 12 14 17 18 19 22 24 28 33 37 39 40 43

Mēs esam atraduši skaitli 18.
Kā redzams, katrā sol̄ı mūsu meklēšanas apgabals saruka vismaz uz pusi. Tātad,piemēram, sarakstam ar 1000 elementiem pietiktu ar log21000 ≤ 10 sol,iem, lai atrastuvajadz̄ıgo elementu. (Ar log2 apz̄ımē, cik reizes skaitlis jādala ar 2, lai paliktu 1.)

5



Ja mēs gribam šo ideju implementēt koda formā, to var panākt, piemēram, šādi:
6 ll k=0; // meklēšanas apgabala kreisais indekss
7 ll l=14; // meklēšanas apgabala labais indekss
8 ll v=7; // meklēšanas apgabala vidējā pozı̄cija
9 while(s[v]!=18){
10 if(s[v]>18) l=v-1;
11 else k=v+1;
12 v=(k+l)/2;
13 }
14 cout << v << "\n";
1.2.3. Iebūvētās funkcijas

Ir tr̄ıs ar bināro meklēšanu saist̄ıtas iebūvētas funkcijas. Jāatz̄ıst, ka visas š̄ıs funkcijasizskatās l,oti, l,oti d̄ıvaini. Mēs gan par to neuztrauksimies - mūsu nolūkos tas ı̄sti navsvar̄ıgi, kāpēc tās ir tik d̄ıvainas pēc izskata, kamēr tās atgriež to, ko mēs gribam.
Piemēra pēc, izmantosim š̄ıs funkcijas ar to pašu vektoru s:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 11 12 14 17 18 19 22 24 28 33 37 39 40 43

Pirmā no funkcijām ir binary_search:
15 cout << binary_search(s.begin(), s.end(), 18) << " ";
16 cout << binary_search(s.begin(), s.end(), 20) << "\n";
Š̄ı funkcija izmanto binārās meklēšanas ideju, lai pārbaud̄ıtu, vai skaitlis atrodas sarakstā.Attiec̄ıgi, š̄ıs rindas izvada 1 0, jo 18 ir sarakstā, bet 20 sarakstā nav.
Otrā funkcija ir ar nosaukumu lower_bound:
17 cout << lower_bound(s.begin(), s.end(), 18) - s.begin() << " ";
18 cout << lower_bound(s.begin(), s.end(), 20) - s.begin() << "\n";
Tā l,auj atrast pirmo elementu, kura vērt̄ıba ir vismaz meklētā vērt̄ıba. Š̄ıs rindas izvada
5 7, jo pirmais elements, kura vērt̄ıba ir vismaz 18, ir s[5], bet pirmais elements, kuravērt̄ıba ir vismaz 20, ir s[7].
Kā izrādās, lower_bound ir gandr̄ız identiska funkcija tam kodam, ko mēs izveidojāmpaši. Mums būtu jānomaina vien divas rindin, as:
9 while(k<l){
10 if(s[v]>=18) l=v;
Ieteicams patstāv̄ıgi izspēlēt situāciju ar 18 un 20, lai saprastu, kāpēc š̄ı izmain, a darbojas.
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Trešā un pēdējā funkcija ir upper_bound:
19 cout << upper_bound(s.begin(), s.end(), 18) - s.begin() << " ";
20 cout << upper_bound(s.begin(), s.end(), 20) - s.begin() << "\n";
Š̄ı funkcija l,auj atrast pirmo elementu, kura vērt̄ıba pārsniedz meklēto vērt̄ıbu. Š̄ıs rindasizvada 6 7, jo pirmais elements, kura vērt̄ıba pārsniedz 18, ir s[6], bet pirmais elements,kura vērt̄ıba pārsniedz 20, ir s[7].
1.2.4. Uzdevums

Atrisini uzdevumu 1613C mājaslapā Codeforces.
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1.3. Kārtošana un sarež ‘ḡıt̄ıba

1.3.1. Motivācija

Teiksim, ka mums ir dots vecais vektors s, bet nejaušā sec̄ıbā:
1 vector<ll> s(15);
2 s = {17,39,12,14,28,19,33,22,18,40,37,10,43,11,24};
Cik skaitl,i vektorā ir mazāki par 18?
Kā jau iepriekš, mēs varētu naivi iet cauri visam sarakstam un saskait̄ıt, cik elementi irmazāki par 18.
1.3.2. Ideja

Ja mēs varētu sakārtot vektoru augošā sec̄ıbā, tad ar lower_bound varētu atrast pirmoelementu, kura vērt̄ıba ir vismaz 18. Tad visi elementi pirms š̄ı indeksa ir mazāki par 18.Mēs atrastu indeksu 5, l̄ıdz ar to ir 5 skaitl,i (no indeksa 0 l̄ıdz 4), kas ir mazāki par 18.
Lai sakārtotu vektoru, pastāv iebūvēta funkcija, kuru mēs vienmēr varēsim pielāgot unizmantot, tāpēc kārtošanas algoritmu paši mēs neveidosim.
3 sort(s.begin(), s.end()); // sakārtošanas funkcija

Šis kods vektoru s sakārto augošā sec̄ıbā. Tad mēs varētu pabeigt programmu ar:
4 cout << lower_bound(s.begin(), s.end(), 18) - s.begin() << "\n";

1.3.3. Sarež ‘ḡıt̄ıba

Vai mūsu ideja tiešām ir labāka par naivo variantu?
Teiksim, ka mums ir saraksts ar 1000 skaitl,iem, un mēs vēlamies uzzināt, cik no šiemskaitl,iem ir mazāki par K, simts dažādām K vērt̄ıbām.
Naivajā variantā mēs katrai no 100 vērt̄ıbām veiktu 1000 sal̄ıdzinājumus, l̄ıdz ar to mumstas pras̄ıtu 100000 operācijas.
Mūsu ideja vispirms liek sakārtot 1000 skaitl,u vektoru. Izrādās, ka mūsu izmantotās sortfunkcijas "sarež ‘ḡıt̄ıba" - tas, cik operācijas funkcija veic, lai sakārtotu 1000 skaitl,u vektoru- ir 1000 x log21000 ≤ 1000 x 10 = 10000.
Visbeidzot, mēs izsaucam lower_bound, kas, kā mēs atminamies, sarakstam ar 1000skaitl,iem pieprasa 10 sol,us. Taču mums tas būs jādara vienu reizi katrai no simts Kvērt̄ıbām, tātad tas kopā pras̄ıs 10 x 100 = 1000 operācijas.
Rezultātā, mūsu ideja veic ne vairāk kā 11000 operācijas, bet naivais variants veic 100000operācijas, kas ir apmēram devin, as reizes vairāk.
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Šis ir atsevišk, s piemērs, taču to var vispārināt. Ja mums ir saraksts ar N skaitl,iem, un ir
M dažādas K vērt̄ıbas, tad naivais variants prasa N x M operācijas, bet mūsu ideja prasa
N x log2N + M x log2N operācijas.
Šo mēs apz̄ımējam ar lielo burtu O - naivā varianta sarež ‘ḡıt̄ıba ir O(N x M), bet mūsuidejas sarež ‘ḡıt̄ıba ir O(N x log2N + M x log2N).
Sarež ‘ḡıt̄ıbu tik detalizēti tālāk vairs neapskat̄ısim, taču cerams, ka tas ir skaidrs, ka šisir svar̄ıgi. Pirmkārt, jo tas mums iedod ı̄su veidu, kā pierakst̄ıt, cik ātra ir programma, unotrkārt, jo tas mums l,auj saprast, kāpēc viens risinājums ir labāks par citu risinājumu.
1.3.4. Iebūvētā funkcija

Kā zināms, vektoru augošā sec̄ıbā sakārto:
5 sort(s.begin(), s.end());
Ja mēs vēlamies vektoru sakārtot dilstošā sec̄ıbā, tad darbojas:
6 sort(s.begin(), s.end(), greater<ll>());
Taču, varbūt mums ir kāda ı̄paša vēlme. Piemēram, mēs gribam sakārtot sarakstu augošāsec̄ıbā pēc pirmajiem cipariem, bet tos skaitl,us, kuriem pirmais cipars sakr̄ıt, mēs gribamsakārtot dilstošā sec̄ıbā.
Tātad, mēs gribam iegūt:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
19 18 17 14 12 11 10 28 24 22 39 37 33 43 40

Mēs vispirms varam nodefinēt ı̄pašu funkciju, kas sal̄ıdzina divus skaitl,us a un b, un at-griež true, ja skaitlim a jāatrodas pirms skaitl,a b:
7 auto seciba = [&](ll a, ll b) { // funkcija iekš int main()
8 ll ap = (a - a%10) / 10;
9 ll bp = (b - b%10) / 10;
10 if(ap!=bp){ // ja pirmie cipari ir dažādi
11 return ap<bp;
12 // tad atgriezt true, ja a pirmais cipars ir mazāks
13 }else{
14 return a>b;
15 // citādi atgriezt true, ja a ir lielāks
16 }
17 };
Tad, lai iegūtu augstāk doto vektoru, atliek izsaukt:
18 sort(s.begin(), s.end(), seciba);
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1.3.5. Uzdevums

Datu tipa priority_queue metožu push() un pop() sarež ‘ḡıt̄ıba ir O(log2n).
Tas noz̄ımē, ka (cerams) iepriekš atrastajam uzdevuma 652B atrisinājumam sarež ‘ḡıt̄ıbavisticamāk ir aptuveni O(2n x log2n) (veikto push() un pop() izsaukumu skaits, kasreizināts ar log2n).
Izmantojot sort, pastāv, piemēram, tāds atrisinājums, kura sarež ‘ḡıt̄ıba, rupji rēk, inot,ir O(n x log2n). Tas tātad ir nedaudz labāks risinājums. Uzraksti un iesniedz jaunurisinājumu šim uzdevumam!

10

https://codeforces.com/problemset/problem/652/B


1.4. Matemātikas uzdevumi

1.4.1. Zilonis

Dr̄ız mēs pievērs̄ısimies dažādiem sarež ‘ḡıtākiem algoritmiem, taču ir svar̄ıgi neaizmirst,ka pirms vispār k, eras klāt pie programmēšanas, par uzdevumu ir jāpadomā uz pap̄ıra.
Viens ekstrēms piemērs ir Codeforces uzdevums 617A. Zilonis dz̄ıvo uz skaitl,u ass punkta
0, un vin, š grib apciemot savu draugu, kurš dz̄ıvo uz skaitl,u ass punkta x. Šeit x ir naturālsskaitlis, kas nepārsniedz vienu miljonu.
Vienā gājienā zilonis spēj veikt 1, 2, 3, 4 vai 5 sol,us uz priekšu. Mērk, is ir noteikt mazākogājienu skaitu, kurā zilonis var sasniegt savu draugu.
Protams, mēs varam veidot programmu, kas aplūko visas iespējamās 1, 2, 3, 4 vai 5 sol,ukombinācijas, kuru summa ir x, un nosaka, kurā no tām ir vismazāk gājienu. Taču, ja
x = 1000000, tad šo kombināciju skaits būs milz̄ıgs. Šis nešk, iet efekt̄ıvi.
Tāpēc pāriesim pie domāšanas uz pap̄ıra.
Viena no iespējamajām gājienu kombinācijām ir k reizes veikt 5 sol,us, l̄ıdz mēs esam nevairāk kā 5 sol,u attālumā no drauga. Tad pietiek ar vēl vienu gājienu, lai sasniegtu draugu.
Tas ir pavisam skaidrs, ka kombinācijas ar mazāk nekā k + 1 gājieniem nav, jo k gājienoslielāku distanci par 5 x k mērot nav iespējams.
Tagad varam pieiet atpakal, pie datora un minūtes laikā izdomāt un iesniegt atrisinājumu.
1.4.2. Dal̄ıtāji un noder̄ıgas funkcijas

Viens l,oti svar̄ıgs fakts par dal̄ıtājiem ir - skaitlis n dalās ar d tad un tikai tad, ja tas dalāsar n/d. Piemēram, 24 dalās ar 4 tad un tikai tad, ja 24 dalās ar 6.
Šis fakts mums l,auj izveidot funkciju, kas izvada visus kāda skaitl,a n dal̄ıtājus ar aptuvenusarež ‘ḡıt̄ıbu O(√n):
-8 void dalitaji(ll n){
-7 for(ll i=1; i<=sqrt(n); i++){
-6 if (n%i==0){
-5 cout << i << " ";
-4 if (n/i!=i) cout << n/i << " ";
-3 }
-2 }
-1 }
Ja n ir 36, tad šis izvada 1 36 2 18 3 12 4 9 6. Ja dal̄ıtājus vajag sec̄ıbā, tad var ievad̄ıtdal̄ıtājus vektorā un izsaukt sort. Vektorā būs ne vairāk kā 2 x √n skaitl,i. Ja šis vektorssatur tikai divus skaitl,us - skaitli 1 un skaitli n - tad n ir pirmskaitlis.
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Dažreiz mums der noskaidrot divu skaitl,u lielāko kop̄ıgo dal̄ıtāju, vai ar̄ı mazāko kop̄ıgodalāmo. Lielākajam kop̄ıgajam dal̄ıtājam pastāv iebūvēta funkcija:
1 cout << __gcd(6, 15) << "\n";
Š̄ı rinda izvada 3. Tikmēr mazāko kop̄ıgo dalāmo var iegūt, abu skaitl,u reizinājumu dalotar lielāko kop̄ıgo dal̄ıtāju:
2 cout << 6*15/__gcd(6, 15) << "\n";
Š̄ı rinda izvada 30.
Visbeidzot, eksistē dažādas iebūvētas funkcijas priekš kāpināšanas, logaritmiem, ab-solūtās vērt̄ıbas iegūšanas, noapal,ošanas, vai ar̄ı trigonometrijas - attiec̄ıgi pow; log2vai log10, vai log; abs; round, ceil un floor; sin un citas.
1.4.3. Matemātika informātikas olimpiādēs

Informātikas olimpiādēs matemātika ir sastopama l,oti bieži, un daudzas tēmas - modulārāaritmētika, ‘geometrija un daudzstūri, skaitl,i dažādās bāzēs - ir l,oti aktuālas.
Tā kā š̄ıs tēmas dr̄ızāk pieder pie gatavošanās matemātikas olimpiādēm, tās šajā ma-teriālā netiek ı̄paši apskat̄ıtas. Taču, ja ir sajūta, ka matemātikas olimpiāžu tēmas navdiez ko labi paz̄ıstamas, tas ir ieteicams aplūkot š̄ıs tēmas atsevišk, i, kā ar̄ı pamē ‘ginātplašāku ar matemātiku un ‘geometriju saist̄ıtu Codeforces uzdevumu klāstu.
1.4.4. Uzdevumi

Atrisini uzdevumus 1328A un 588B mājaslapā Codeforces.

12

https://codeforces.com/problemset?order=BY_RATING_ASC&tags=math%2Cgeometry%2C900-1100
https://codeforces.com/problemset/problem/1328/A
https://codeforces.com/problemset/problem/588/B


2. Dinamiskā programmēšana

2.1. Viendimensionāli piemēri

2.1.1. Tr̄ıs jautājumi

Teiksim, ka mums ir dots uzdevums. Tad, mēs varam uzdot tr̄ıs jautājumus:
1. Vai šo uzdevumu var sadal̄ıt apakšuzdevumos?

2. Vai mēs varam noskaidrot pirmo apakšuzdevumu rezultātus?

3. Vai mums ir veids, kā izmantot iepriekšējo apakšuzdevumu rezultātus, lai iegūtu
nākamā apakšuzdevuma rezultātu?

Ja atbilde uz šiem trim jautājumiem ir jā, tad mums ar to ar̄ı pietiek, lai atrisinātu uzde-vumu. Šādu risinājumu mēs saucam par dinamiskās programmēšanas jeb DP risinājumu.
2.1.2. Faktoriāls

Kā vienkāršu piemēru, mē ‘gināsim izveidot programmu, kuras mērk, is ir noteikt skaitl,a nfaktoriālu n! = 1 x 2 x 3 x ... x n.
1. Vai šo uzdevumu var sadal̄ıt apakšuzdevumos? Jā.

Mēs varam aplūkot 0!, 1!, 2!, 3!, un tā tālāk l̄ıdz n!.
2. Vai mēs varam noskaidrot pirmo apakšuzdevumu rezultātus? Jā.

Mēs zinām, ka 0! = 1.
3. Vai mums ir veids, kā izmantot iepriekšējo apakšuzdevumu rezultātus, lai iegūtu

nākamā apakšuzdevuma rezultātu? Jā.
Ja mēs zinām (i-1)! vērt̄ıbu, tad mēs varam noteikt i!, pareizinot šo (i-1)!vērt̄ıbu ar i.

Šos slēdzienus kodā var implementēt šādi:
1 ll dp[n+1]; // saraksts ar stingri n+1 elementu
2 dp[0]=1; // 0! = 1
3 for(ll i=1; i<=n; i++){
4 dp[i]=dp[i-1]*i; // i! = (i-1)! * i
5 }
6 cout << dp[n] << endl;
Ja n = 10, piemēram, tad š̄ı programma izvada 3628800, kas tiešām ir 10!.
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2.1.3. Fibonači virkne

Tagad aplūkosim Fibonači virkni. Tā sākas ar F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, un tā tālāk, un katrsnākamais elements ir iepriekšējo divu elementu summa. Mērk, is ir noteikt Fn vērt̄ıbu.
1. Vai šo uzdevumu var sadal̄ıt apakšuzdevumos? Jā.

Mēs varam noteikt pirmo Fibonači skaitli, tad otro, tad trešo, un tā tālāk l̄ıdz n-tajamFibonači skaitlim.
2. Vai mēs varam noskaidrot pirmo apakšuzdevumu rezultātus? Jā.

Pirmais skaitlis ir 1 un otrais skaitlis ir 1.
3. Vai mums ir veids, kā izmantot iepriekšējo apakšuzdevumu rezultātus, lai iegūtu

nākamā apakšuzdevuma rezultātu? Jā.
Ja mēs zinām gan Fi-2, gan Fi-1, tad mēs varam noteikt Fi, saskaitot Fi-2 un Fi-1kopā.

Šos slēdzienus kodā var implementēt šādi:
1 ll dp[n+1];
2 dp[1]=1; dp[2]=1; // pirmais un otrais skaitlis ir 1
3 for(ll i=3; i<=n; i++){
4 dp[i]=dp[i-2]+dp[i-1]; // saskaitām pēdējos divus skaitl,us
5 }
6 cout << dp[n] << endl;
Ja n = 10, piemēram, tad š̄ı programma izvada 55, kas ir desmitais Fibonači skaitlis.
2.1.4. Uzdevums

Atrisini uzdevumu 1180A mājaslapā Codeforces.
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2.2. Daudzdimensionāli piemēri

2.2.1. Apakšvirkne

Par virknes A apakšvirkni mēs saucam tādu virkni, ko var iegūt, izdzēšot kaut kādu skaituelementu no A, bet nemainot elementu sec̄ıbu. Lūk, piemērs ar {3,6,5,9,7}:
• {6,5,7} ir apakšvirkne. To var iegūt, izdzēšot 2 elementus, attiec̄ıgi 3 un 9.
• {3,6,5,9,7} ir apakšvirkne. To var iegūt, izdzēšot 0 elementus.
• {} ir apakšvirkne. To var iegūt, izdzēšot 5 elementus.
• {5,7,6} nav apakšvirkne. Šie skaitl,i virknē šādā sec̄ıbā neparādās.

2.2.2. Garākā kop̄ıgā apakšvirkne

Kā piemēru tam, kā dpmas̄ıvs var būt daudzdimensionāls, aplūkosim uzdevumu - noteikt,cik gara ir divu virkn, u A un B garākā kop̄ıgā apakšvirkne. Piemēram, virknēm FDDEG un
FGDFE garākā kop̄ıgā apakšvirkne ir FDE, tātad meklētais garums ir 3.

1. Vai šo uzdevumu var sadal̄ıt apakšuzdevumos? Jā.
Mēs varam aplūkot katras virknes pirmos dažus elementus. Piemēram, mēs varamaplūkot virknes FD un FGD, vai ar̄ı virknes FDDE un FG. Garākās kop̄ıgās apakšvirknesir {A2, B3} = FD un {A4, B2} = F, bet to garumi ir |A2, B3| = 2 un |A4, B2| = 1.

2. Vai mēs varam noskaidrot pirmo apakšuzdevumu rezultātus? Jā.
Ja kādai no virknēm mēs pan, emam pirmos 0 elementus, tad attiec̄ıgais garākāskop̄ıgās apakšvirknes garums noteikti būs 0.

3. Vai mums ir veids, kā izmantot iepriekšējo apakšuzdevumu rezultātus, lai iegūtu
nākamā apakšuzdevuma rezultātu? Jā.
Ja Ai un Bj pēdējie elementi ir vienādi, tad virkni {Ai, Bj} var iegūt, {Ai-1, Bj-1}pievienojot šo vienādo elementu. L̄ıdz ar to, |Ai, Bj| = |Ai-1, Bj-1| + 1.
Ja Ai un Bj pēdējie elementi nav vienādi, tad iespējami divi gad̄ıjumi:
• Ja Ai pēdējais elements nepieder virknei {Ai, Bj}, tad {Ai, Bj} ir tas pats,kas {Ai-1, Bj}.
• Ja Ai pēdējais elements pieder virknei {Ai, Bj}, tad Bj pēdējais elements tainepieder, l̄ıdz ar to {Ai, Bj} ir tas pats, kas {Ai, Bj-1}.

Tātad {Ai, Bj} noteikti ir viena no virknēm {Ai-1, Bj} un {Ai, Bj-1}. Lai virkne
{Ai, Bj} būtu pēc iespējas garāka, mēs izvēlamies garāko no š̄ım divām virknēm,tāpēc |Ai, Bj| = max(|Ai-1, Bj|, |Ai, Bj-1|).
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Kodā šo ideju var implementēt šādi:
1 ll As = A.size(), Bs = B.size();
2 ll dp[As+1][Bs+1]{}; /* divdimensionāls saraksts jeb tabula, kur
3 {} nozı̄mē, ka sākumā visi elementi ir 0 */
4 for(ll i=1; i<=As; i++){
5 for(ll j=1; j<=Bs; j++){
6 if(A[i-1]==B[j-1]){
7 dp[i][j] = dp[i-1][j-1] + 1;
8 }else{
9 dp[i][j] = max(dp[i-1][j], dp[i][j-1]);
10 }
11 }
12 }
13 cout << dp[As][Bs] << "\n";
Īpatnēja var izskat̄ıties piektā rinda: kāpēc tur ir A[i-1]==B[j-1], nevis A[i]==B[j]?Svar̄ıgi atcerēties, ka mēs gribam sal̄ıdzināt Ai un Bj pēdējos elementus. Tā kā Ai garumsir i, tā pēdējais elements paties̄ıbā ir A[i-1], un l̄ıdz̄ıgi ir ar B.
Ja A un B ir attiec̄ıgi FDDEG un FGDFE, š̄ı programma izvada 3. Programma darbojas pattad, ja A un B ir vector tipa main̄ıgie (string pats par sevi ir l̄ıdz̄ıgs vector<char>).
2.2.3. Uzdevumi

Atrisini uzdevumus 1097B un 118D mājaslapā Codeforces.
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2.3. Rekonstruēšana

2.3.1. Virknes izvad̄ıšana

L̄ıdz šim visos uzdevumos beigās ir bijis nepieciešams izvad̄ıt vienu vien̄ıgu skaitli. Taču,diemžēl, vienmēr tā nav, un mums mēdz nākties rekonstruēt to, kā mēs ieguvām kautkādu skaitli kā rezultātu.
Aplūkosim diezgan sarež ‘ḡıtu piemēru: kā iegūt ne tikai garākās kop̄ıgās apakšvirknesgarumu, bet ar̄ı pašu virkni?
Turpināsim aplūkot virknes FDDEG un FGDFE. Vispirms, vizuāli attēlosim mūsu garākāskop̄ıgās apakšvirknes meklējumus. Sākumā, dp mas̄ıvs izskat̄ıjās šādi:

F D D E G
0 0 0 0 0 0 0

F 0 0 0 0 0 0 1
G 0 0 0 0 0 0 2
D 0 0 0 0 0 0 3
F 0 0 0 0 0 0 4
E 0 0 0 0 0 0 5

0 1 2 3 4 5
Mēs zinām, ka virknēm A1 = F un B1 = F atbilst trešais gad̄ıjums - abu virkn, u pēdējaiselements ir šo virkn, u garākajā kop̄ıgajā apakšvirknē. Tātad, dp[1][1]=dp[0][0]+1, kasir 1. Mēs ieliekam vērt̄ıbu 1 tabulā, un ar bultin, u attēlojam, ka dp[1][1] tika iegūts,izmantojot dp[0][0]. Šis is redzams tabulā pa kreisi.

F D D E G
0 0 0 0 0 0 0

F 0 1 0 0 0 0 1
G 0 0 0 0 0 0 2
D 0 0 0 0 0 0 3
F 0 0 0 0 0 0 4
E 0 0 0 0 0 0 5

0 1 2 3 4 5

F D D E G
0 0 0 0 0 0 0

F 0 1 1 1 1 1 1
G 0 1 1 1 1 2 2
D 0 1 2 2 2 2 3
F 0 1 2 2 2 2 4
E 0 1 2 2 3 3 5

0 1 2 3 4 5
Pa labi redzams iznākums, šādi aizpildot visu tabulu. Ja vērt̄ıbu var iegūt vairākos veidos,tad dosim priekšroku diagonālajām bultin, ām, tad bultin, ām pa labi, tad bultin, ām uz leju.
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Mēs varam izveidot jaunu tabulu, kurā norād̄ıts, no kurienes iziet tā bultin, a, kas nonākkatrā poz̄ıcijā. Papildus, rozā krāsā iez̄ımēsim maršrutu l̄ıdz apakšējam labajam stūrim.
F D D E G

F 0,0 1,1 2,1 3,1 4,1 1
G 1,1 1,2 2,2 3,2 4,1 2
D 1,2 1,2 2,2 3,3 4,3 3
F 0,3 2,3 2,4 3,4 4,4 4
E 1,4 2,4 2,5 3,4 4,5 5

1 2 3 4 5
Šo tabulu pair<ll, ll> iz[As+1][Bs+1] ar visām bultin, u iziešanas poz̄ıcijām mēsvaram iegūt, iepriekšējo kodu pamainot šādi:
6 if(A[i-1]==B[j-1]){
7 dp[i][j] = dp[i-1][j-1] + 1;
8 iz[i][j] = {i-1,j-1};
9 }else{
10 if(dp[i-1][j]>=dp[i][j-1]){
11 dp[i][j] = dp[i-1][j];
12 iz[i][j] = {i-1,j};
13 }else{
14 dp[i][j] = dp[i][j-1];
15 iz[i][j] = {i,j-1};
16 }
17 }
Š̄ı tabula mums atl,auj atveidot augstāk rozā iekrāsoto maršrutu:

pozı̄cija x,y: 5,5 4,5 3,4 2,4 2,3 1,2 1,1 0,0
dp[x][y]: 3 3 2 2 2 1 1 0

A[x-1]: G E D D D F F
B[y-1]: E E F F D G F

iz[x][y]: 4,5 3,4 2,4 2,3 1,2 1,1 0,0
Skaidrs, ka tad, kad palielinājusies dp[x][y] vērt̄ıba, sal̄ıdzinot ar bultin, as iziešanaspoz̄ıciju, ka mēs esam pievienojuši elementu apakšvirknei. Pie tam, dp[x][y] nevarētupalielināties no -1 uz 0, tātad tajā br̄ıd̄ı apakšvirknes veidošanu var pabeigt.
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Visbeidzot, mēs varam iegūt vektoru s = EDF šādi:
21 ll x=As, y=Bs;
22 while(dp[x][y]!=0){
23 ll ix = iz[x][y].first;
24 ll iy = iz[x][y].second; // bultin,a uz x,y iziet no ix, iy
25 if(dp[x][y]>dp[ix][iy]){
26 s.push_back(A[x-1]); // citādi pievienot var B[y-1]
27 }
28 x=ix;
29 y=iy;
30 }
Taču garākā kop̄ıgā apakšvirkne ir otrādākā sec̄ıbā - FDE - tāpēc izvad̄ıšanu veicam šādi:
31 for(ll i=dp[As][Bs]-1; i>=0; i--){ // s garums ir dp[As][Bs]
32 cout << s[i];
33 }
Beidzot, mums ir izdevies izvad̄ıt garāko kop̄ıgo apakšvirkni!
2.3.2. Uzdevums

Atrisini uzdevumu 56D mājaslapā Codeforces. Šis uzdevums ir sarež ‘ḡıts, taču notikumugaita ir tieši identiska tai, kādu mēs tagad esam apskat̄ıjuši:
• izveidot dp mas̄ıvu, kur katra virkne nosaka attiec̄ıgi rindu un kolonnu skaitu, uniegūt uzdevuma atbildē nepieciešamo skaitli;
• pielāgot kodu, lai papildus iegūtu iz mas̄ıvu ar bultin, u iziešanas poz̄ıcijām;
• atveidot maršrutu, un apmest to otrādākā sec̄ıbā, lai izvad̄ıtu atlikušo nepieciešamouzdevumā.
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2.4. Rekurs̄ıva implementācija

2.4.1. Rekurs̄ıvas funkcijas

L̄ıdz šim, kad mēs vēlējamies noskaidrot kāda apakšuzdevuma rezultātu, mēs to jau bijāmieguvuši kādā br̄ıd̄ı iepriekš - tā bija imperat̄ıva implementācija.
Taču ir alternat̄ıva pieeja. Kad mēs vēlamies noskaidrot kāda apakšuzdevuma rezultātu,mēs varam izsaukt funkciju, kas to mums noskaidros - tā būs rekurs̄ıva implementācija.
Š̄ı funkcija visiem apakšuzdevumiem būs identiska; pie tam, tā kā paši apakšuzdevumigribēs uzzināt citu apakšuzdevumu rezultātus, š̄ı funkcija šad un tad izsauks pati sevi,tikai ar citiem argumentiem.
Piemēram, lai rekurs̄ıvi implementētu faktoriālu, atminamies mūsu tr̄ıs jautājumus.

1. Vai šo uzdevumu var sadal̄ıt apakšuzdevumos? Jā.
Mēs varam aplūkot 0!, 1!, 2!, 3!, un tā tālāk l̄ıdz n!.
Šis mūs aicina definēt funkciju ar vienu parametru fact(i).

2. Vai mēs varam noskaidrot pirmo apakšuzdevumu rezultātus? Jā.
Mēs zinām, ka 0! = 1.
L̄ıdz ar to, fact(0) jāatgriež 1.

3. Vai mums ir veids, kā izmantot iepriekšējo apakšuzdevumu rezultātus, lai iegūtu
nākamā apakšuzdevuma rezultātu? Jā.
Ja mēs zinām (i-1)! vērt̄ıbu, tad mēs varam noteikt i!, pareizinot šo (i-1)!vērt̄ıbu ar i.
Citādā sec̄ıbā, vajag, lai fact(i) izsauktu fact(i-1) un atgrieztu fact(i-1) x i.

Varam to implementēt pavisam vienkārši:
-4 ll fact(ll i){
-3 if(i==0) return 1;
-2 else return fact(i-1)*i;
-1 }
Tagad, izsaucot fact(6), mēs iegūsim 720. Varam ar̄ı attēlot, kuras funkcijas procesātika izsauktas:
fact(0) fact(1) fact(2) fact(3) fact(4) fact(5) fact(6)

Šis liekas maznoz̄ımı̄gi, jo situācija ir diezgan primit̄ıva, tāpēc aplūkosim nedaudz intere-santāku gad̄ıjumu.
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2.4.2. Memoizācija

Identiskā manierē, rekurs̄ıvi implementēsim Fibonači virkni.
1. Vai šo uzdevumu var sadal̄ıt apakšuzdevumos? Jā.

Mēs varam noteikt pirmo Fibonači skaitli, tad otro, tad trešo, un tā tālāk l̄ıdz n-tajamFibonači skaitlim.
Šis mūs aicina definēt funkciju ar vienu parametru fib(i).

2. Vai mēs varam noskaidrot pirmo apakšuzdevumu rezultātus? Jā.
Pirmais skaitlis ir 1 un otrais skaitlis ir 1.
L̄ıdz ar to, fib(1) jāatgriež 1, un fib(2) ar̄ı jāatgriež 1.

3. Vai mums ir veids, kā izmantot iepriekšējo apakšuzdevumu rezultātus, lai iegūtu
nākamā apakšuzdevuma rezultātu? Jā.
Ja mēs zinām gan Fi-2, gan Fi-1, tad mēs varam noteikt Fi, saskaitot Fi-2 un Fi-1kopā.
Citādā sec̄ıbā, vajag, lai fib(i) izsauktu fib(i-1) un fib(i-2), un atgrieztu tosummu.

Tātad, funkciju varam uzrakst̄ıt šādi:
-4 ll fib(ll i){
-3 if(i==1||i==2)return 1;
-2 else return fib(i-1)+fib(i-2);
-1 }
Izsaucot fib(6), mēs iegūsim 8. Taču šoreiz, attēlojot procesu, paveras nelāgs skats:

fib(2) fib(3)
fib(1) fib(2) fib(4)

fib(2) fib(3) fib(5)
fib(1) fib(6)
fib(2) fib(3) fib(4)
fib(1) fib(2)

Vairākas no funkcijām mēs izsaucam vairākkārt, un sarež ‘ḡıt̄ıba pārsniedz pat O(Fn).
Lai glābtu situāciju, mums ir vienkāršs triks - ja mēs kādu rezultātu jau esam noskaidrojuši,tad saglabāsim šo rezultātu. Ja mums vajadzēs to pašu rezultātu vēlāk, mums nebūsjāveic viss aprēk, ins pa jaunam, jo mēs varēsim vienkārši nolas̄ıt saglabāto rezultātu.
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Šo triku, ko sauc par memoizāciju, bieži vien ir ērti ieviest ar map:
-5 map<ll, ll> f = {{1,1}, {2,1}};
-4 ll fib(ll i){
-3 if(!f.count(i)) f[i]=fib(i-1)+fib(i-2);
-2 return f[i];
-1 }
Sākumā vārdn̄ıca satur tikai vērt̄ıbas f[1]=1 un f[2]=1. Ja vārdn̄ıca nesatur f[i], tadmēs to noskaidrojam tāpat, kā iepriekš; ja f[i] jau ir saglabāts, tad to atgriežam uzreiz.Tagad skats izskatās ievērojami labāk:

fib(1) fib(2) fib(3) fib(4)
fib(2) fib(3) fib(4) fib(5) fib(6)

2.4.3. Uzdevumi

Atrisini uzdevumus 768B un 559B mājaslapā Codeforces.
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3. Grafi

3.1. Ievads par grafiem

3.1.1. Struktūras izveidošana

Pirms mēs pievēršamies grafiem, mums ir jāiepaz̄ıstas ar struct. Piemēram, mēs varamizveidot šādu struct:
-5 struct Item{
-4 string s;
-3 ll n;
-2 bool b;
-1 }; // šeit jābūt semikolam aiz figūriekavas

Šajā br̄ıd̄ı, Item uzvedās kā mūsu pašu izdomāts datu tips, un mēs varam izveidot Itemtipa main̄ıgo a:
1 Item a = {"Teksts", 15, 1};
Mēs varam piekl,ūt mūsu main̄ıgā a vērt̄ıbām ar attiec̄ıgi a.s, a.n un a.b:
2 a.n = 12;
3 cout << a.s << " " << a.n << " " << a.b << "\n";
Pēdējā rindin, a šeit izvada Teksts 12 1.
Datu struktūrai var ar̄ı piešk, irt sākotnējas vērt̄ıbas. Piemēram, mēs varam nodefinēt:
-4 struct Item{
-3 bool b = true;
-2 vector<ll> v;
-1 };
Jebkuram izveidotam Item a uzreiz piederēs vērt̄ıba a.b == true un tukšs vektors a.v.
3.1.2. Grafu veidi

Grafs sastāv no virsotnēm un savienojumiem. Lūk, divi piemēri:

V[1]

V[2]

V[3]

V[4]

V[5]

V[1]

V[2]

V[3]

V[4]

V[5]
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Pa kreisi ir redzams neorientēts grafs (savienojumus var šk, ērsot abos virzienos), bet palabi redzams orientēts grafs (savienojumus var šk, ērsot vienā virzienā).
Grafi var ātri kl,ūt diezgan sarež ‘ḡıti. Piemēram, mēs varam izveidot orientētu grafu arlidojumiem starp lidostām, lidojumu cenām un lidostu nosaukumiem:

0 PRG

1 BRQ

2 OSR

3 BTS

4 TAT

5 KSC

17 =C

26=C
19=C

54 =C77 =C

22=C
14=C 21 =C

25=C

3.1.3. Grafa implementēšana

Izveidosim šo lidostu grafu no šādiem ievaddatiem:
6 9
PRG BRQ OSR BTS TAT KSC
0 1 17
0 2 26
0 3 54
1 4 22
2 0 19
3 0 77
4 3 14
5 3 25
5 4 21

Mēs varam rad̄ıt sarakstu ar lidostām. Katrai lidostai mums vajag saglabāt nosaukumu,izejošo lidojumu galamērk, us, un šo lidojumu cenas, tāpēc ieviešam šādu struct:
-5 struct Lidosta{
-4 string n; // nosaukums
-3 vector<ll> g; // galamērk,i
-2 vector<ll> c; // cenas
-1 };
Vispirms izveidojam tukšu sarakstu:
1 ll L, M; // lidostu un maršrutu skaiti
2 cin >> L >> M;
3 Lidosta l[L]; // saraksts ar L lidostām
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Tad nolasām visu lidostu nosaukumus:
4 for(ll i=0; i<L; i++) cin >> l[i].n;
Un visbeidzot, ievadām visus lidojumus:
5 for(ll i=0; i<M; i++){
6 ll S, G, C; // sākumpunkts, galapunkts, cena
7 cin >> S >> G >> C;
8 l[S].g.push_back(G);
9 l[S].c.push_back(C);
10 }
Tagad, ja mēs gribam, piemēram, katram lidostas #5 galamērk, im izvad̄ıt nosaukumu, mēsvaram izsaukt:
11 for(auto G:l[5].g) cout << l[G].n << " ";
Šis izvad̄ıs BTS TAT.
Tas, kā mēs implementējam grafu, ir piln̄ıbā atkar̄ıgs no tā, kāds ir uzdevums. Piemēram,ar šo lidostu sarakstu atbildēt uz jautājumu "Cik lidojumi ierodas lidostā TAT?" varētu būtdiezgan sarež ‘ḡıti, un nepieciešama būtu kāda cita pieeja.
3.1.4. Uzdevums

Atrisini uzdevumus 129B un 707B mājaslapā Codeforces.
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3.2. Koki

3.2.1. Defin̄ıcijas

Par koku sauc tādu saist̄ıtu neorientētu grafu, kuram savienojumu skaits ir par 1 mazāksnekā virsotn, u skaits. Attiec̄ıgi, par koku parasti sauc, piemēram, šādu grafu:

1
2 3

4
5

6 78
9

Koki olimpiādēs parādās l,oti bieži, jo tiem ir jauka ı̄paš̄ıba - tajos nav ciklu. Tas, ka savieno-jumu skaits ir par 1 mazāks nekā virsotn, u skaits, bieži vien parādās kā apakšuzdevums.
Taču š̄ı materiāla ietvaros izmantosim citu defin̄ıciju. Par koku sauksim tādu saist̄ıtu ori-
entētu grafu, kuram katrā virsotnē ienāk savienojums no tieši vienas citas virsotnes, arvienu izn, ēmumu - "saknes virsotni", kurā neienāk neviens savienojums. Lūk, piemērs:

Sakne

3.2.2. Summas mas̄ıvs

Iedomāsimies šādu uzdevumu: mums ir dots skaitl,u saraksts K. Vienā vaicājumā mēsvaram vai nu aizstāt kādu skaitli sarakstā ar kaut ko citu, vai ar̄ı noteikt kāda sarakstaintervāla skaitl,u summu.
Ja vispirms tiek doti aizstāšanas vaicājumi, un tad tiek doti intervālu summu vaicājumi,tad šo uzdevumu var viegli atrisināt ar summas mas̄ıvu.
Teiksim, ka sākumā ir šāds saraksts:

0 1 2 3 4 5 6 7
1 8 8 2 3 9 9 2

Nomain̄ıt vērt̄ıbas ir pavisam elementāri. Ja mēs gribam, lai K[0] kl,ūst par 4 un K[6]kl,ūst par 7, tad mēs tos tā ar̄ı aizstājam:
0 1 2 3 4 5 6 7
4 8 8 2 3 9 7 2
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Pēc visiem aizstāšanas vaicājumiem, mēs varam izveidot summas mas̄ıvu S - tas ir tādssaraksts, ka S[i] ir vienāds ar K[0] + K[1] + ... + K[i-1] + K[i].
Lai šo sarakstu izveidotu, atliek paman̄ıt, ka S[0] ir tā pati vērt̄ıba, kas ir K[0], un katrunākamo S[i] var iegūt ar izteiksmi S[i-1] + K[i]. Rezultātā iegūst šādu S:

0 1 2 3 4 5 6 7
4 12 20 22 25 34 41 43

Tagad, ja mēs gribam noskaidrot visu skaitl,u no K[i] l̄ıdz K[j] summu, novērojam, ka
K[i] + ... + K[j] ir tik, cik (K[0] + ... + K[j]) - (K[0] + ... + K[i-1]), kas ir at-tiec̄ıgi S[j] - S[i-1].
L̄ıdz ar to, piemēram, skaitl,u no K[2] l̄ıdz K[6] summa ir S[6] - S[1] = 41 - 12 = 29.
Tikmēr skaitl,u no K[0] l̄ıdz K[5] summa ir vienkārši S[5] = 34.
3.2.3. Segmentu koks

Par segmentu koku (segment tree) sauksim tādu koku, kuram no 2a virsotnēm neizietsavienojumi, bet no pārējām 2a-1 virsotnēm iziet tieši divi savienojumi. Piemēram, jasaknes virsotne ir ar indeksu 1 un a ir 3, tad segmentu koks ir šāds:
1

2 3
4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15
Segmentu koks ir pavisam ı̄pašs, jo to var implementēt kā sarakstu ar 2a+1 elementiem.
Papildus varam paman̄ıt, ka no virsotnes ar indeksu i<2a iziet savienojumi uz virsotnēmar indeksiem 2i un 2i+1. L̄ıdz̄ıgi, virsotnē ar indeksu j>1 ienāk savienojums no virsotnesar indeksu floor(j/2).
Šie divi novērojumi noz̄ımē, ka šim grafam nemaz nav atsevišk, i jāsaglabā savienojumi.
3.2.4. Vērt̄ıbas aizstāšana

Mūsu iepriekšējais uzdevuma risinājums ar summas mas̄ıvu kl,ūst l,oti lēns, ja vaicājumiir doti sajauktā sec̄ıbā, jo summas mas̄ıvs pēc katra jaunā aizstāšanas vaicājuma kl,ūtunepareizs un būtu jāveido no jauna.
Tāpēc aplūkosim jaunu ideju. Saglabāsim sarakstu segmentu koka apakšējā rindā, betpārējās virsotnēs ieliksim abu zemāk esošo virsotn, u summu.
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1 42
2 19 3 23

4 9 5 10 6 12 7 11
8 1 9 8 10 8 11 2 12 3 13 9 14 9 15 2

Sauksim šo grafu par st. Tad, st var izveidot šādi:
1 ll K[8] = {1, 8, 8, 2, 3, 9, 9, 2}, st[16];
2 for(ll i=8; i<=15; i++) st[i] = K[i-8];
3 for(ll i=7; i>=1; i--) st[i] = st[2*i] + st[2*i+1];
Aplūkosim, kā mēs varētu veikt aizstāšanas vaicājumu. Ja mēs vēlamies aizstāt K[0] ar
4, tad vispirms nosakām, ka K[0] atbilst poz̄ıcijai st[8].
Pie tam, aizstājot vērt̄ıbu 1 ar 4, izmain, a būs 3. Par šo vērt̄ıbu main̄ısies gan st[8], ganar̄ı st[4], st[2], st[1]:

1 45
2 22 3 23

4 12 5 10 6 12 7 11
8 4 9 8 10 8 11 2 12 3 13 9 14 9 15 2

L̄ıdz̄ıgi, ja mēs gribētu K[6], kas ir 9, aizstāt ar 7, tad izmain, a būtu -2, un tā attiektos uz
st[14], st[7], st[3], st[1].
Pārtais̄ısim K un st par globāliem sarakstiem - pan, emsim pirmo rindin, u, kur mēs ieviesām
K un st, un pārliksim to pirms int main(). Tad aizstāšanas vaicājumu av var ieviest šādi:
-8 void av(ll i, ll v){ // indekss, jaunā vērtı̄ba
-7 v-=K[i]; // vērtı̄bas izmain,a
-6 i+=8; // indekss grafā st
-5 while(i!=0){
-4 st[i]+=v;
-3 i/=2; // C++ automātiski noapal,o uz leju
-2 }
-1 }
3.2.5. Uzdevums

Atrisini uzdevumu 722C mājaslapā Codeforces.
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3.3. Meklēšana dzil,umā

3.3.1. Ideja

Lai mēs varētu noteikt atbildes ar segmentu koku uz intervāla summas vaicājumiem,mums būtu ieteicams iepaz̄ıties ar meklēšanu dzil,umā.
Kā piemēru izmantosim mūsu lidostu grafu:

0 PRG

1 BRQ

2 OSR

3 BTS

4 TAT

5 KSC

17 =C

26=C
19=C

54 =C77 =C

22=C
14=C 21 =C

25=C

Teiksim, ka mēs gribam noskaidrot, kuras lidostas var sasniegt no lidostas #3, veicotjebkādu lidojumu skaitu.
L̄ıdz̄ıgi kā iepriekš, varam izveidot sarakstu Lidosta l[6] un to aizpild̄ıt:

-16 struct Lidosta{
-15 string n; // nosaukums
-14 vector<ll> g; // galamērk,i
-13 vector<ll> c; // cenas
-12 bool a = false; // vai lidosta ir apmeklēta
-11 };
-10 Lidosta l[6]; // globāli definēts saraksts

Tad jautājuma atbildi mēs varam iegūt ar rekurs̄ıvu funkciju:
-9 void dfs(ll K){
-8 cout << K << " "; // izvada, ka apmeklē lidostu K
-7 l[K].a=true; // atzı̄mē, ka lidosta ir apmeklēta
-6 for(auto G:l[K].g){ // iet cauri visiem lidostas galamērk,iem
-5 if(!l[G].a){ // ja galamērk,is vēl nav apmeklēts
-4 dfs(G); // tad apmeklē galamērk,i
-3 }
-2 }
-1 }
Tagad, izsaucot dfs(3), programma izvada 3 0 1 4 2.
Šo pieeju sauc par meklēšanu dzil,umā (depth-first search), jo sasniedzot lidostu, mēsturpinām doties tālāk caur šo sasniegto lidostu ("iet dzil,āk"), l̄ıdz tas vairs nav iespējams.
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3.3.2. Intervāla summas noteikšana

Aplūkosim, kā mēs varam izmantot meklēšanu dzil,umā, lai noteiktu intervāla summu.Pien, emsim, ka esam izsaukuši av(0, 4) un av(6, 7), un segmentu koks izskatās šādi:
1 43

2 22 3 21
4 12 5 10 6 12 7 9

8 4 9 8 10 8 11 2 12 3 13 9 14 7 15 2
Mēs vēlamies uzzināt K[i] + ... + K[j].
Mēs zinām, ka st[1] ir skaitl,u K[0] + ... + K[7] summa - kopā 8 saskaitāmie. Teiksimvispār̄ıgi, ka jebkurš st elements st[e] ir skaitl,u K[k] + ... + K[l] summa, un kopā ir
s saskaitāmie. Tad mēs varam dfs motivēt šādi:
• ja i<=k un l<=j, tad piln̄ıgi visi saskaitāmie K[k] + ... + K[l] ir atrodami summā
K[i] + ... + K[j], tāpēc pieskaitām kopsummai st[e] un neturpinām iet dzil,āk;

• ja l<i vai j<k, tad neviens no saskaitāmajiem K[k] + ... + K[l] nav atrodamssummā K[i] + ... + K[j], l̄ıdz ar to neturpinām iet dzil,āk;
• citādi, mums jāiet dzil,āk par elementu st[e] uz elementiem st[2e] un st[2e+1],un katram no šiem elementiem piederēs attiec̄ıgi pirmie s/2 un pēdējie s/2 ele-menta st[e] saskaitāmie.

Kodā š̄ı funkcija izskatās šādi:
-13 ll dfs(ll e, ll k, ll l, ll s, ll i, ll j){
-12 if(i<=k and l<=j){
-11 return st[e];
-10 }else if(l<i or j<k){
-9 return 0;
-8 }else{
-7 return dfs(2*e, k, k+s/2-1, s/2, i, j)
-6 + dfs(2*e+1, l-s/2+1, l, s/2, i, j);
-5 }
-4 }
-3 void sv(ll i, ll j){
-2 cout << dfs(1, 0, 7, 8, i, j) << "\n";
-1 }
Tagad, sv(2, 6) un sv(0, 5) attiec̄ıgi izvada 29 un 34. Sarež ‘ḡıt̄ıba gan sv, gan av irO(log2n), kur n ir saraksta K elementu skaits.
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3.3.3. Komponentes

Apskat̄ısim tādu neorientētu grafu, kas nav saist̄ıts.
0

1
2

3
4

56

7
8

9

Mēs virsotn, u kopu saucam par atsevišk, u komponenti tad, ja no jebkuras š̄ıs kopas vir-sotnes var sasniegt jebkuru citu kopas virsotni, bet nevar sasniegt nevienu citu virsotnigrafā. Attiec̄ıgi, augstāk attēlotajā grafā katra komponente ir savā krāsā.
Teiksim, ka mums ir šādi ievaddati:

10 8
0 1
1 2
2 4
4 1
3 6
7 9
8 9
8 7

Kā mēs varētu noskaidrot, cik komponentes ir šajā grafā? Vispirms izveidojam structun ieviešam dfs l̄ıdz̄ıgi, kā iepriekš:
-14 struct Virsotne{
-13 vector<ll> k; // kaimin,i
-12 bool a = false; // vai virsotne ir apmeklēta
-11 };
-10 Virsotne v[10];
-9
-8 void dfs(ll N){
-7 v[N].a = true;
-6 for(auto K:v[N].k){
-5 if(!v[K].a){
-4 dfs(K);
-3 }
-2 }
-1 }
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Tad, nolasām grafu:
1 ll V, S; // virsotnes un savienojumi
2 cin >> V >> S;
3 for(ll i=0; i<S; i++){
4 ll v1, v2; // savienotās virsotnes
5 cin >> v1 >> v2;
6 v[v1].k.push_back(v2);
7 v[v2].k.push_back(v1);
8 }
Lai noteiktu, cik komponentes ir, mums ir vienkāršs plāns:
• ja virsotne vēl nav apmeklēta, mēs izsaucam dfs, kas par apmeklētām atz̄ımēs visaspārējās komponentei piederošās virsotnes, un palielinām komponenšu skaitu par 1;
• ja virsotne jau ir apmeklēta, mēs to varam izlaist, jo tā pieder kādai no jau iepriekšpieskait̄ıtajām komponentēm.

Šo plānu implementēt var šādi:
9 ll C = 0; // cik komponenšu ir
10 for(ll i=0; i<V; i++){
11 if(!v[i].a){
12 dfs(i);
13 C++;
14 }
15 }
16 cout << C;
Pēdējā rinda atgriež 4.
3.3.4. Uzdevumi

Atrisini uzdevumus 429A un 1167C mājaslapā Codeforces.
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3.4. Meklēšana plašumā

3.4.1. Ideja

0 PRG

1 BRQ

2 OSR

3 BTS

4 TAT

5 KSC

17 =C

26=C
19=C

54 =C77 =C

22=C
14=C 21 =C

25=C

Kad mēs iepriekš izvad̄ıjām, kuras lidostas var sasniegt no lidostas #3, mums ı̄paši nein-teresēja šo lidostu sec̄ıba.
Taču teiksim, ka mēs gribam lidostas izvad̄ıt nepieciešamo lidojumu skaita sec̄ıbā. At-tiec̄ıgi, mēs vēlamies izvad̄ıt nevis 3 0 1 4 2, bet, piemēram:

0 1 2 2 3
3 0 1 2 4

Šim nolūkam mēs varam izmantot meklēšanu plašumā (breadth-first search). Lūk, vienspiemērs, kā implementēt meklēšanu plašumā:
-13 void bfs(ll K){
-12 vector<ll> v = {K}; // apmeklēto lidostu vektors
-11 l[K].a = true; // sākumā apmeklēta tikai lidosta K
-10 for(ll i=0; i<v.size(); i++){
-9 cout << v[i] << " "; // izvada lidostu
-8 for(auto G:l[v[i]].g){ // iet cauri galamērk,iem
-7 if(!l[G].a){ // ja galamērk,is nav vektorā
-6 v.push_back(G); // pievieno to vektoram
-5 l[G].a = true; // un atzı̄mē to kā apmeklētu
-4 }
-3 }
-2 }
-1 }
Tagad, bfs(3) izvada 3 0 1 2 4.
Īsumā, ja mēs vispirms atz̄ımējam visus lidostas galamērk, us, tā ir meklēšana plašumā. Jamēs pie pirmās iespējas dodamies uz jaunu galamērk, i, tad tā ir meklēšana dzil,umā.
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3.4.2. Struktūru rinda

Iepriekš, mēs implementējām bfs ar vektoru, taču, kā mēs redzēsim vēlāk, visbiežāk šimnolūkam ir nepieciešams ieviest priority_queue.
Teiksim, ka mēs gribam ieviest priority_queue<Lidosta>, kurā lidostas ir sakārtotasalfabētiski pēc nosaukuma. Pēc datu nolas̄ıšanas izsaucam:
11 priority_queue<Lidosta> Q;
12 for(ll i=0; i<L; i++) Q.push(l[i]);
Mēs uzreiz san, emam:
error: no operator "<" matches these operands
operand types are: const Lidosta < const Lidosta
Programmai nav skaidrs, pēc kāda principa sal̄ıdzināt divas lidostas.
Tāpēc mēs varam uzrakst̄ıt sal̄ıdzināšanas funkciju, kas atgriež true, ja lidostai a jābūtvirs lidostas b, un tad izveidot priority_queue, kas izmanto šo funkciju:
11 auto sec = [&](Lidosta a, Lidosta b){
12 return a.n > b.n; // vai a.n ir pirms b.n alfabētiski
13 };
14 priority_queue<Lidosta, vector<Lidosta>, decltype(sec)> Q(sec);
15 for(ll i=0; i<L; i++) Q.push(l[i]);
16 cout << Q.top().n;
Š̄ı programma atgriež BRQ. Ja mēs divpadsmitajā rindā nomain̄ıtu > uz <, programmaatgrieztu TAT.
Šeit tas, kā mēs ieviešam Q, ir nedaudz d̄ıvaini. Taču par laimi, sacens̄ıbu sistēmas doku-mentācijā pie priority_queue l̄ıdz̄ıgu piemēru var ātri atrast. Ieteicams šo gad̄ıjumutagad ar̄ı sameklēt.
3.4.3. Lētākais cel,š

Kā pēdējo aplūkosim svar̄ıgu jautājumu - kas ir zemākā cena, par kuru mēs varam novienas lidostas tikt uz citu?
Piemēram, teiksim, ka mēs gribam uzzināt lētāko cel,u no lidostas #2 uz lidostu #3. Īsākaiscel,š, caur PRG un tad pa taisno uz BTS, maksā, 73=C, taču, lidojot caur PRG, BRQ un TAT,mēs varam ietaup̄ıt 1=C un sasniegt BTS par 72=C.
Teiksim, ka mēs katrai lidostai esam saglabājuši galamērk, u skaitu s. Kā pirmo soli, mēsvaram uztais̄ıt jaunu struct, kurā mēs saglabātu veikumu - kuru lidostu mēs esam sas-nieguši, un par kādu cenu mēs to esam paveikuši.
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-25 struct Veikums{
-24 ll l; // sasniegtā lidosta
-23 ll c; // cena
-22 };

Tad mēs varam izveidot sal̄ıdzināšanas funkciju, lai lētākais variants būtu virs dārgākiemvariantiem:
-21 auto sec = [&](Veikums a, Veikums b){
-20 return a.c > b.c;
-19 };

Visbeidzot, mēs varam izveidot pašu bfs funkciju:
-18 void bfs(ll i, ll j){
-17 priority_queue<Veikums,vector<Veikums>,decltype(sec)> Q(sec);
-16 Q.push({i, 0}); // lidosta i sasniegta par 0=C
-15 while(!Q.empty()){
-14 Veikums v = Q.top();
-13 Q.pop();
-12 if(l[v.l].a) continue; // izlaižam apmeklētu lidostu
-11 l[v.l].a = true; // citādi to apmeklējam
-10 if(v.l == j){ // ja sasniegta meklētā lidosta
-9 cout << v.c << "\n"; // tad izvadām cenu
-8 return;
-7 }
-6 for(ll i=0; i<l[v.l].s; i++){
-5 Q.push({l[v.l].g[i], v.c+l[v.l].c[i]});
-4 // rindai pievienojam galamērk,us, sasniegšanas cenas
-3 }
-2 }
-1 }
Šobr̄ıd ieguvums no jaunā struct ir diezgan neliels - paties̄ıbā bez tā var piln̄ıbā iztikt,lietojot pair<ll, ll>.
Taču, ja mēs gribētu ieviest, piemēram, kaut kāda veida rekonstruēšanu, lai iegūtu netikai cenu, bet ar̄ı visas lidostas, kurās vajadzēja pārsēsties, mums būtu daudz vieglākpamain̄ıt Veikums saturu nekā atmest pair<ll, ll> datu tipu piln̄ıbā.
3.4.4. Uzdevums

Atrisini uzdevumu 1037D mājaslapā Codeforces.
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Epilogs

Visbeidzot, aplūkosim, ko vērts paturēt prātā, piedaloties Latvijas informātikas olimpiādē.
• Dokumentācija ir vislabākais draugs!

Šis materiāls, un C++ valoda kā tāda, satur l,oti daudz dažādus datu tipus, iebūvētasfunkcijas un konstrukcijas. Tās visas atcerēties nav prāt̄ıgi. Tāpēc noteikti ir ieteicamsiepaz̄ıties ar dokumentāciju un saprast, kur ko var atrast.
• Apakšuzdevumos var atrast vērt̄ıgus punktus!

Atšk, ir̄ıbā no Codeforces uzdevumiem, LIO uzdevumiem ir apakšuzdevumi. Tas ir svar̄ıgitos izlas̄ıt. Vienmēr ir tādi uzdevumi, kuros 100 punktus dabūt nav lemts, tomēr tasnenoz̄ımē, ka attiec̄ıgi jāsan, em 0 punkti. Apakšuzdevumos bieži var sakrāt pat lielākodal,u iespējamo punktu.
• Publiski redzamais rezultāts nav pilnais rezultāts!

No visiem maniem olimpiāžu gadiem, šis ir mans mı̄l,ākais ekrānšāvin, š. T̄ıri teorētiski,redzot pat̄ıkamo zal,o krāsu, es varēju apstāties, taču man šk, ita, ka risinājums nebija diezko ātrs. Tā ar̄ı bija - un tie 40 sakrātie punkti togad izšk, ı̄ra zelta medal,as ieguvējus.
• Skaitās tikai pēdējais iesūt̄ıjums!

Vismaz, laikam. Šo noteikti vērts pārjautāt vai sameklēt nolikumā.
• Ierobežojumi mēdz kaut ko pateikt priekšā!

Kā tāds nerakst̄ıts noteikums, tas nav iespējams uztais̄ıt sarakstu ar vairāk kā miljonselementiem (vektori gan var būt lielāki). L̄ıdz ar to, LIO l,oti tipisks ierobežojums ir ap 105.Ja ierobežojums ir ievērojami zemāks, kā 1000, tad tas paver iespēju tais̄ıt tabulu. Bet, jaierobežojums ir daudz lielāks, kā 1018, tad sarakstu ar tādu izmēru tais̄ıt noteikti nevar.
• Materiāls un olimpiāde ir divas dažādas vides!

Šajā materiālā katrs uzdevums ir sekojis uzreiz pēc tā tēmas. L̄ıdz ar to, kaut kāds pirmaisiespaids par to, kas uzdevumā būs jādara, jau ir. Taču olimpiādē tēmas nav dotas.
Lai pal̄ıdzētu att̄ıst̄ıt prasmi atpaz̄ıt metodes, es esmu izveidojis uzdevumu komplektu.Uzdevumus var mē ‘gināt atrisināt, taču tos var ar̄ı vienkārši izlas̄ıt un mē ‘gināt izprast,kurai tēmai katrs varētu piederēt.
• Šis materiāls nav visaptverošs!

Šis materiāls, cerams, l,auj labi sagatavoties LIO, taču eksistē daudzas citas idejas unalgoritmi. IOI mājaslapā var uzzināt, kādas tēmas mēdz parād̄ıties vispasaules olimpiādē.
Tas viss! Vēlu veiksmi Latvijas informātikas olimpiādē!

36

https://www.facebook.com/ProgrammesanasSkola/photos/pb.100063648966796.-2207520000./1474355799394904/?type=3
https://vijups.eu/uzdevumi
https://ioinformatics.org/page/syllabus/12
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