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Anotācija

Darba "Latvijas atklātās matemātikas olimpiādes uzdevumu nestandarta atrisinājumi" autors
ir Artis Vijups, Salaspils 1. vidusskolas skolnieks un atzinı̄bas ieguvējs 2020. gada Starptautiskajā
matemātikas olimpiādē.

Mērk, is ir atrast nestandarta atrisinājumus dažādiem Latvijas atklātās matemātikas olimpiādes
uzdevumiem, izmantojot tādas stratē ‘gijas un teorēmas, kuras ir iekl,autas vispārējās vidējās
izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmā matemātikā, kā arı̄ sarež ‘gı̄tākas teorēmas, kas mācı̄bu programmā
nav iekl,autas.

Kopā tika atrasti 29 nestandarta atrisinājumi pēdējo četru Latvijas atklāto matemātikas
olimpiāžu uzdevumiem 9.-12. klasēm.

Atslēgas vārdi: matemātika, olimpiādes, teorēmas, nevienādı̄bas, atrisinājumi.

Annotation

The author of the work "Non-standard solutions to problems of the Latvian Open Mathemati-
cal Olympiad" is Artis Vijups, student at the Salaspils Secondary School No 1 and recipient of
an honorary mention at the 2020 International Mathematical Olympiad.

The goal is to find non-standard solutions to various problems from the Latvian Open
Mathematical Olympiad, using strategies and theorems that are part of the general secondary
education mathematics curriculum, as well as more complicated theorems which are not part of
the curriculum.

29 non-standard solutions for problems of the last four Latvian Open Mathematical
Olympiads assigned to Forms 9 through 12 were found in total.

Keywords: mathematics, olympiads, theorems, inequalities, solutions.
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Ievads 4

1. Izmantotās teorēmas 5
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1.3. Skaitl,u teorijas teorēmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Secinājumi 15
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Ievads

Darba tēma izvēlēta, jo darba autors ir piedalı̄jies Starptautiskajā matemātikas olimpiādē, un
arı̄ palı̄dz gatavot skolasbiedrus dalı̄bai citās olimpiādēs un konkursos.

Tāpēc ieguvums, atrodot jaunus atrisinājumus uzdevumiem un apkopojot tajos izmantotās
teorēmas un stratē ‘gijas, ir gan darba autoram, gan arı̄ citiem matemātikas olimpiāžu dalı̄bniekiem
un pasniedzējiem.

Darba mērk, is: atrast nestandarta atrisinājumus pēdējo četru Latvijas atklātās matemātikas
olimpiāžu uzdevumiem 9.-12. klasēm.

Darba uzdevumi:
• Noteikt un apkopot vērtı̄gas teorēmas uzdevumu risināšanai.
• Atrast nestandarta atrisinājumus Latvijas atklātās matemātikas olimpiādes uzdevumiem.
• Apgūt pētnieciskā darba ieman, as; gūt praksi novērojumu un secinājumu izteikšanā un

aizstāvēšanā.
Pētı̄juma jautājums: Kādas vēl stratē ‘gijas un teorēmas var pielietot Latvijas atklātās

matemātikas olimpiādes uzdevumu risināšanai papildus oficiālajos atrisinājumos izmantotajām?
Darbā izmantotās metodes:
• literatūras analı̄ze,
• patstāvı̄ga uzdevumu risināšana.
Darba struktūra. Darbs sastāv no ievada, 3 nodal, ām, 18 apakšnodal, ām, secinājumiem,

izmantotās literatūras avotiem un diviem pielikumiem. Darbā ir 6 attēli un 4 tabulas.
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1. Izmantotās teorēmas

Šajā nodal, ā uzskaitı̄tas teorēmas, kas izmantotas atrastajos atrisinājumos, bet neparādās
vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmā matemātikā. [11]

1.1. Algebras teorēmas
1. Polinoma dalı̄šana ar binomu. "Ja x = a ir polinoma P sakne, tad P dalās bez atlikuma

ar binomu x− a jeb polinoms P satur reizinātāju x− a." [6: p.37]

2. Košı̄ nevienādı̄ba. "Jebkuriem reāliem skaitl,iem a1, . . . , an un b1, . . . , bn izpildās (1)."
[5] (

n∑
i=1

aibi

)2

6

(
n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
(1)

3. Faulhabera formula. Jebkuriem naturāliem skaitl,iem a un n izpildās (2), kur Bj ir j-tais
Bernulli skaitlis. [10]

n∑
k=1

ka =
1

a+ 1

a∑
j=0

(−1)jCj
a+1Bjn

a+1−j (2)

Pēc Faulhabera formulas izpildās vienādı̄bas (3), (4) un (5). [10]

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
(3)

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(4)

n∑
i=1

i3 =
n2(n+ 1)2

4
=

(
n(n+ 1)

2

)2

(5)

1.2. G, eometrijas teorēmas
1. Simsona taisne. "Ja no trijstūrim ABC apvilktās rin, k, a lı̄nijas punkta P novelk per-

pendikulus pret taisnēm AB, BC, CA, tad perpendikulu pamati atrodas uz vienas taisnes.
Šo taisni sauc par Simsona taisni." [6: p.39]

2. Ptolemaja teorēma. Ja ABCD ir ievilkts četrstūris, tad un tikai tad izpildās (6). [14]

AD ·BC + AB · CD = AC ·BD (6)

3. Ravi substitūcija. "Pozitı̄vi skaitl,i a, b, c ir trijstūra malas tad un tikai tad, ja eksistē tādi
pozitı̄vi skaitl,i x, y, z, kam vienlaicı̄gi izpildās vienādı̄bas a = x+y, b = y+z, c = z+x."
[6: p.39]

Šı̄ teorēma netika izmantota nevienā no Latvijas atklātās matemātikas olimpiādes uzde-
vumu risinājumiem, taču tā tika izmantota atrisinājumā uzdevumam, kas iekl,auts kā 2.
pielikums.
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1.3. Skaitl,u teorijas teorēmas
1. Divu kvadrātu teorēma. "Naturālu skaitli n var izteikt kā divu kvadrātu summu tad un

tikai tad, ja katram n pirmreizinātājam pk, kuram izpildās p ≡ 3 (mod 4), kāpinātājs k ir
pāra skaitlis." [7]

2. Eilera teorēma. "Ja a un n ir naturāli savstarpēji pirmskaitl,i, tad izpildās (7)" [8], kur φ(n)
ir Eilera funkcija, ko var aprēk, ināt pēc "(8), kur p1, p2, ..., pk ir visi atsevišk, ie pirmskaitl,i,
kas dala n." [9]

aφ(n) ≡ 1 (mod n) (7)

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
...

(
1− 1

pk

)
(8)

3. Ležandra formula. Valuāciju νp(n!), tas ir, augstāko pirmskaitl,a p pakāpi, ar kuru dalās
naturāla skaitl,a n faktoriāls, var noteikt pēc (9). [12]

νp(n!) =
∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
(9)

1.4. Nepieciešamās zināšanas
Dažas apskatı̄tās teorēmas, piemēram, polinomu dalı̄šana ar binomu, Faulhabera formula un

Eilera teorēma, ir iespējams izprast tad, ja ir zināšanas par attiecı̄gi tādām tēmām kā polinomu
dalı̄šanu, Bernulli skaitl,iem un kongruencēm, kas nav iekl,autas vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas
mācı̄bu programmā.

Taču citas teorēmas – Košı̄ nevienādı̄ba, Simsona taisne un Ptolemaja teorēma – ir iespējams
saprast, balstoties uz vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmā apgūtajām zināšanām,
tāpēc šo teorēmu iekl,aušana mācı̄bu programmā, kā arı̄ tālāko atrisinājumu, kuros šı̄s teorēmas
tiek izmantotas, apskatı̄šana, gatavojoties dalı̄bai olimpiādēs, varētu palı̄dzēt attı̄stı̄t skolēnu
spējas dažādos algebras un ‘geometrijas uzdevumos.
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2. Nestandarta atrisinājumi ar stratē ‘gijām un teorēmām no
vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmas matemātikā

Kopā pētı̄jumā atrasti 17 nestandarta, tas ir, atšk, irı̄gi no oficiālajiem, atrisinājumi pēdējo
četru Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu (tālāk – AMO) uzdevumiem 9.-12. klasēm, kuros
izmantotas stratē ‘gijas un teorēmas no vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmas.

8 no šiem atrisinājumiem tiek apskatı̄ti šajā nodal, ā, pārējie 9 tiek apskatı̄ti 1. pielikuma
pirmajā dal, ā.

2.1. Gadı̄jumu pilnā pārlase
AMO 2017./2018. 9.2.: "Cik dažādos veidos basketbolā var gūt 18 punktus, izmantojot tikai

1 punkta un 3 punktu metienus? Veidi, kas atšk, iras tikai ar 1 punkta un 3 punktu metienu secı̄bu,
tiek uzskatı̄ti par dažādiem. Piemēram, 4 punktus var iegūt trı̄s dažādos veidos:
4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 3 = 3 + 1." [3]

Atrisinājums: 1. tabulā attēlota gadı̄jumu pārlase.
Veidu skaits katrā gadı̄jumā aprēk, ināts pēc formulas

(metienu kopskaits)!

(3 punktu metienu skaits)! · (1 punkta metienu skaits)!
.

AMO 2017./2018. 9.2. gadı̄jumu pārlases tabula

1. tabula
Cik ir 3
punktu

metienu?

Cik ir 1
punkta

metienu?

Cik
metienu
ir kopā?

Cik
veidos to
var gūt?

Cik ir 3
punktu

metienu?

Cik ir 1
punkta

metienu?

Cik
metienu
ir kopā?

Cik
veidos to
var gūt?

0 18 18 1 4 6 10 210
1 15 16 16 5 3 8 56
2 12 14 91 6 0 6 1
3 9 12 220 Veidu summa: 595

2.2. Nevienādı̄bu sistēmu ieviešana

AMO 2015./2016. 9.1.: "Atrisināt nevienādı̄bu
x− 1

x2 − 4
6 0." [1]

Atrisinājums: Nevienādı̄bu var pārrakstı̄t kā
x− 1

(x− 2)(x+ 2)
6 0.

Tad ir divi varianti:

1.

{
x− 1 > 0

(x− 2)(x+ 2) < 0
=⇒

{
x ∈ [1; +∞)

x ∈ (−2; 2)
=⇒ x ∈ [1; 2).

2.

{
x− 1 6 0

(x− 2)(x+ 2) > 0
=⇒

{
x ∈ (−∞; 1]

x ∈ (−∞;−2) ∪ (2; +∞)
=⇒ x ∈ (−∞;−2).

Tātad nevienādı̄bas atrisinājums ir x ∈ (−∞;−2) ∪ [1; 2).

2.3. Skaitl,a kvadrāta nenegativitāte
AMO 2015./2016. 12.3.: "Zināms, ka reāliem skaitl,iem x, y un z izpildās nevienādı̄ba

2x2 + xy + yz < 0. Pierādı̄t, ka izpildās arı̄ nevienādı̄ba y2 > 8xz." [1]
Atrisinājums: Izsakot 8xz no dotās nevienādı̄bas, iegūst

2x2 + xy + xz < 0 =⇒ 16x2 + 8xy + 8xz < 0 =⇒ 8xz < −16x2 − 8xy.
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Lı̄dz ar to, atliek pierādı̄t, ka y2 > −16x2 − 8xy.
y2 + 8xy + 16x2 > 0
(y + 4x)2 > 0, kas izpildās, jo skaitl,a kvadrāts ir nenegatı̄vs.

2.4. Ievilkti četrstūri
AMO 2018./2019. 10.3.: "Dots taisnstūris ABCD, kur AB < BC. Uz malas BC izvēlēts

tāds punkts E, ka AE = AD. Len, k, a DAE bisektrise krusto malu CD punktā F . Trijstūrı̄ ADE
novilkts augstums EG. Pierādı̄t, ka ]AGC = ]AFC." [4]

Šim uzdevumam tika atrasti divi atrisinājumi.
Atrisinājums A: Konstrukcija 1. attēlā.

1. attēls. G, eometriskā konstrukcija AMO 2018./2019. 10.3. atrisinājumam A. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Novilkts ED, ED un AF krustpunkts apzı̄mēts ar H .
Tā kā AH ir vienādsānu trijstūra (AE = AD pēc dotā) bisektrise, tas ir arı̄ augstums un

mediāna, lı̄dz ar to H ir diagonāles ED viduspunkts.
Tāpēc, novelkot otru taisnstūra ECDG diagonāli GC, nogrieznim GC pieder punkts H .
]AHE = 90◦ =⇒ ]AHE = ]AGE =⇒ Ap AGHE var apvilkt rin, k, a lı̄niju.

=⇒ ]GAF = ]GED.
Arı̄ CEGD var apvilkt rin, k, a lı̄niju, jo ]EGD + ]ECD = 90◦ + 90◦ = 180◦

=⇒ ]GCF = ]GED.
=⇒ ]GAF = ]GCF =⇒ Ap GACF var apvilkt rin, k, a lı̄niju. =⇒ ]AGC = ]AFC.
Atrisinājums B: Konstrukcija 2. attēlā.

2. attēls. G, eometriskā konstrukcija AMO 2018./2019. 10.3. atrisinājumam B. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Novilkts ED, ED un AF krustpunkts apzı̄mēts ar H .
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Tā kā AH ir vienādsānu trijstūra (AE = AD pēc dotā) bisektrise, tas ir arı̄ augstums un
mediāna, lı̄dz ar to H ir diagonāles ED viduspunkts.

Tāpēc, novelkot otru taisnstūra ECDG diagonāli GC, nogrieznim GC pieder punkts H .
AH un EG krustpunkts apzı̄mēts ar M , novilkts MD.
Tad iespējams pierādı̄t šādus faktus:
• ]MGH = ]MDH , jo, tā kā ]MGD + ]MHD = 90◦ + 90◦ = 180◦, ap MGDH var

apvilkt rin, k, a lı̄niju;
• ]MDH = ]MEH , jo, tā kā nogrieznis MH ir gan augstums, gan mediāna, ∆MDE ir

vienādsānu;
• ]HEC = ]AFC, jo, tā kā ]ECF + ]EHF = 90◦ + 90◦ = 180◦, ap ECFH var

apvilkt rin, k, a lı̄niju.
Apvienojot šos faktus, tiek iegūts ]AGC = 90◦ + ]MGH = 90◦ + ]MDH =

= 90◦ + ]MEH = 180◦ − ]HEC = ]AFC.

2.5. Trijstūra laukuma formulas
AMO 2015./2016. 11.1.: "No visiem vienādsānu trijstūriem ar sānu malas garumu 10 cm

atrast to, kuram ir vislielākais laukums!" [1]
Arı̄ šim uzdevumam tika atrasti divi atrisinājumi.

Atrisinājums A: Prası̄tais tiks pierādı̄ts, pielietojot trijstūra laukuma formulu S =
abc

4R
, kur

R ir trijstūra apvilktās rin, k, a lı̄nijas rādiuss.

Ieviešot a = b = 10 un c = kR, iegūts S =
10 · 10 · kR

4R
= 25k.

Lielākā iespējamā k vērtı̄ba ir 2, jo c 6 2R kā rin, k, a lı̄nijas horda.
Tad c ir rin, k, a lı̄nijas diametrs un len, k, is starp abām vienādsānu trijstūra sānu malām ir 90◦

pēc Talesa teorēmas.
Tātad no visiem vienādsānu trijstūriem vislielākais laukums ir taisnlen, k, a trijstūrim.
Atrisinājums B: Apsverot malu garumus 10, 10, 2a, S var noteikt pēc Hērona formulas

(pusperimetrs p = 10 + a):
S =

√
(10 + a)(10 + a− 10)(10 + a− 10)(10 + a− 2a) =

√
(10 + a)(a)(a)(10− a) =

=
√

(100− a2) (a2) =
√

100a2 − a4.
Jo lielāka ir 100a2 − a4 vērtı̄ba, jo lielāka ir arı̄

√
100a2 − a4 = S vērtı̄ba.

Ieviešot z = a2, iegūst 100a2 − a4 = 100z − z2.
Tad zmax =

−100

2 · (−1)
= 50, lı̄dz ar to a2 = 50, a =

√
50 = 5

√
2 un 2a = 2 · 5

√
2 = 10

√
2.

Tā kā 10
√

2 < 10 + 10, pēc trijstūra nevienādı̄bas šis malas garums ir derı̄gs.
Tātad no visiem vienādsānu trijstūriem ar sānu malas garumu 10 cm tas, kuram ir vislielākais

laukums, ir tas, kura trešās malas garums ir 10
√

2 cm.

2.6. Koordinātu ‘geometrija
AMO 2018./2019. 9.3.: "Dots vienādsānu taisnlen, k, a trijstūris ABC ar taisno len, k, i C. Uz

tā hipotenūzas konstruēts taisnstūris ABNM tā, ka punkti C un N atrodas dažādās pusēs no
taisnes AB un AC = AM . Nogrieznis CM krusto AB punktā P . Punkts L ir malas MN
viduspunkts. Nogrieznis CL krusto PN punktā Q. Pierādı̄t, ka a) trijstūris CBP ir vienādsānu;
b) četrstūris QNBC ir rombs!" [4]

Atrisinājums: Konstrukcija 3. attēlā (nākamajā lappusē).
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3. attēls. G, eometriskā konstrukcija AMO 2018./2019. 9.3. atrisinājumam. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

AB viduspunkts apzı̄mēts arH . Tā kā gan C, ganH , gan L attālums lı̄dzA sakrı̄t ar attālumu
lı̄dz B, H ∈ CL.

Pie tam, H ir ∆BCA mediāna un, tā kā ∆BCA ir vienādsānu, tas ir arı̄ augstums, lı̄dz ar to
]AHC = 90◦.

Tad ∆AHC ∼ ∆ACB (ll), jo ]AHC = ]ACB = 90◦ un ]A ir kopı̄gs, lı̄dz ar to
AH = HC.

Ieviestas divas asis – x ass, kas sakrı̄t ar AB, un y ass, kas sakrı̄t ar AM . Attālums AH
apzı̄mēts ar s.

Uzreiz iegūts A(0; 0), H(s; 0), C(s; s), B(2s; 0).
Izmantojot Pitagora teorēmu ∆AHC iegūst

AC2 = AH2 + CH2 = s2 + s2 = 2s2 =⇒ AC =
√

2s2 = s
√

2.
Attiecı̄gi iegūst M

(
0;−s

√
2
)

, L
(
s;−s

√
2
)

, N
(

2s;−s
√

2
)

.
Izmantojot punktu C un M koordinātas, iegūst, ka taisnes CM funkcija ir

y =
(

1 +
√

2
)
x− s

√
2.

Šı̄s funkcijas krustpunkts ar x asi ir P
(
s
(

2−
√

2
)

; 0
)

.
Tad, izmantojot punktu P un N koordinātas, var noteikt, ka taisnes PN funkcija ir

y = −x+ s
(

2−
√

2
)

.

Šı̄s funkcijas krustpunkts ar taisni x = s ir Q
(
s; s
(

1−
√

2
))

.

Tad, izmantojot attāluma formulu d =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2, iegūst, ka
BC = PB = NB = QN = QC = s

√
2.

No tā, ka BC = PB, izriet, ka ∆CBP ir vienādsānu, bet no tā, ka
BC = NB = QN = QC, izriet, ka BNQC ir rombs.
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3. Nestandarta atrisinājumi ar teorēmām ārpus vispārējās
vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmas matemātikā

Kopā pētı̄jumā atrasti 12 nestandarta, tas ir, atšk, irı̄gi no oficiālajiem, atrisinājumi pēdējo
četru Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumiem 9.-12. klasēm, kuros izmantotas
teorēmas ārpus vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmas.

8 no šiem atrisinājumiem tiek apskatı̄ti šajā nodal, ā, pārējie 4 tiek apskatı̄ti 1. pielikuma otrajā
dal, ā.

3.1. Polinoma dalı̄šana ar binomu
AMO 2017./2018. 11.5.: "Vienādojuma x3 − 44x2 + 623x − 2860 = 0 saknes ir trijstūra

malu garumi. Aprēk, ināt šı̄ trijstūra laukumu!" [3]
Atrisinājums: Pirmkārt, ir iespējams novērot, ka x1 = 20 ir viena no šı̄ vienādojuma

saknēm, jo 203 − 44 · 202 + 623 · 20− 2860 = 8000− 17600 + 12460− 2860 = 0.
Attiecı̄gi polinomu var izdalı̄t ar binomu (x− 20), un iegūt

x3 − 44x2 + 623x− 2860 = (x− 20)
(
x2 − 24x+ 143

)
.

Pēc Vjeta teorēmas, x2 − 24 + 143 sakn, u x2 un x3 summa ir 24, bet reizinājums ir 143.
Attiecı̄gi x2 = 11 un x3 = 13.

Tagad trijstūra laukumu var noteikt pēc Hērona formulas. Trijstūra pusperimetrs ir
20 + 11 + 13

2
= 22 un

S =
√

22(22− 20)(22− 11)(22− 13) =
√

22 · 2 · 11 · 9 =
√

22 · 22 · 3 · 3 = 22 ·3 = 66.

3.2. Košı̄ nevienādı̄ba
AMO 2016./2017. 10.2.: "Pierādı̄t, ka visiem pozitı̄viem skaitl,iem a un b izpildās(

3a

b
+ 1

)(
3b

a
+ 1

)
> 16." [2]

Atrisinājums: Pēc Košı̄ nevienādı̄bas(√3a

b

)2

+ 12

(√3b

a

)2

+ 12

 >

(√
3a

b
·
√

3b

a
+ 1 · 1

)2

.

Tad
(

3a

b
+ 1

)(
3b

a
+ 1

)
>

(√
32ab

ab
+ 1

)2

= (3 + 1)2 = 16.

3.3. Faulhabera formula
AMO 2018./2019. 10.1.: "Pierādı̄t, ka visām naturālām n vērtı̄bām ir spēkā vienādı̄ba

6 + 24 + 60 + ...+ n(n+ 1)(n+ 2) =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4
." [4]

Atrisinājums: 6 + 24 + 60 + ...+ n(n+ 1)(n+ 2) =

=
n∑
i=1

i(i+ 1)(i+ 2) =
n∑
i=1

(
i3 + 3i2 + 2i

)
=

n∑
i=1

i3 + 3
n∑
i=1

i2 + 2
n∑
i=1

i =

=
n2(n+ 1)2

4
+ 3 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ 2 · n(n+ 1)

2
=

=
n2(n+ 1)2 + 2n(n+ 1)(2n+ 1) + 4n(n+ 1)

4
=

11



=
n(n+ 1)(n(n+ 1) + 2(2n+ 1) + 4)

4
=
n(n+ 1) (n2 + n+ 4n+ 2 + 4)

4
=

=
n(n+ 1) (n2 + 5n+ 6)

4
=
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4
.

3.4. Ptolemaja teorēma
AMO 2016./2017. 10.3.: "Taisnstūrı̄ ABCD caur virsotni A novilkta rin, k, a lı̄nija, kas

nogriežn, us AB, AC un AD krusto attiecı̄gi punktos P , Q un R. Pierādı̄t, ka AB · AP + AD ·
AR = AC · AQ!" [2]

Atrisinājums: Konstrukcija 4. attēlā.

4. attēls. G, eometriskā konstrukcija AMO 2016./2017. 10.3. atrisinājumam. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Tā kā APQR ir apvilkts četrstūris, ]RQP = 180◦ − ]RAP = 180◦ − 90◦ = 90◦.
Tad ∆ABC ∼ ∆RQP (ll), jo ]ABC = ]RQP = 90◦ un ]BAC = ]QRP , jo abi len, k, i

balstās uz hordas PQ.

=⇒ AB

QR
=
AC

PR
Un ∆CDA ∼ ∆RQP (ll), jo ]CDA = ]RQP = 90◦ un ]CAD = ]RPQ, jo abi len, k, i

balstās uz hordas QR.

=⇒ AD

PQ
=
AC

PR
=⇒ AB

QR
=
AC

PR
=
AD

PQ
= k =⇒ QR =

AB

k
, PR =

AC

k
un PQ =

AD

k
.

Tālāk, tā kā APQR ir apvilkts četrstūris, pēc Ptolemaja teorēmas izpildās
QR · AP + PQ · AR = PR · AQ.

=⇒ AB

k
· AP +

AD

k
· AR =

AC

k
· AQ, kas, pareizinot abas puses ar k, kl, ūst par

AB · AP + AD · AR = AC · AQ.

3.5. Simsona taisne
AMO 2015./2016. 12.4.: "Trijstūrı̄ ABC len, k, a ]ABC bisektrise krusto tam apvilkto rin, k, a

lı̄niju punktā D. Nogriežn, i DP un DQ ir attiecı̄gi trijstūru ABD un BCD augstumi. Pierādı̄t,
ka nogrieznis PQ krusto malu AC tās viduspunktā!" [1]

Atrisinājums: Konstrukcija 5. attēlā.
Punktam D tuvākie punkti uz malām AB, BC un AC vai to pagarinājumiem atrodas uz

vienas taisnes – Simsona taisnes.
Lı̄dz ar to, apzı̄mējot PQ un AC krustpunktu ar M , iegūst, ka DM ⊥ AC.
Tad ]ABD = ]DBC =⇒∪AD = ∪DC =⇒ AD = DC =⇒ ∆ADC – vienādsānu.
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5. attēls. G, eometriskā konstrukcija AMO 2015./2016. 12.4. atrisinājumam. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Šı̄ trijstūra augstums DM sakrı̄t ar mediānu, lı̄dz ar to PQ un AC krustpunkts M ir malas
AC viduspunkts.

3.6. Divu kvadrātu teorēma
AMO 2015./2016. 10.3.: "Aritmētiskās progresijas četri pēc kārtas n, emti locekl,i ir veseli

skaitl,i A, B, C un D. Pierādı̄t, ka A2 + 2B2 + 3C2 + 4D2 var izteikt kā divu veselu skaitl,u
kvadrātu summu!" [1]

Atrisinājums: Izmantojot aritmētiskās progresijas definı̄ciju, B = A + d, C = A + 2d,
D = A+ 3d, kur d ir aritmētiskās progresijas diference. Tad

A2 + 2B2 + 3C2 + 4D2 = A2 + 2(A+ d)2 + 3(A+ 2d)2 + 4(A+ 3d)2 =
= A2 + 2A2 + 4Ad+ 2d2 + 3A2 + 12Ad+ 12d2 + 4A2 + 24Ad+ 36d2 =
= 10A2 + 40Ad+ 50d2 = 10A2 + 40Ad+ 40d2 + 10d2 =
= 10

(
A2 + 4Ad+ 4d2 + d2

)
= 10

(
(A+ 2d)2 + d2

)
.

Pēc divu kvadrātu teorēmas, starp skaitl,a (A+ 2d)2 + d2 pirmreizinātājiem nav tāds pk, kur
p ≡ 3 (mod 4) un k ir nepāra.

Tā kā skaitl,a 10 pirmreizinātāji 2 un 5, dalot ar 4, nedod atlikumu 3, arı̄ starp skaitl,a
10
(
(A+ 2d)2 + d2

)
pirmreizinātājiem nav tāds pk, kur p ≡ 3 (mod 4) un k ir nepāra, tādēl, pēc

divu kvadrātu teorēmas arı̄ 10
(
(A+ 2d)2 + d2

)
= A2 + 2B2 + 3C2 + 4D2 var izteikt kā divu

kvadrātu summu.

3.7. Eilera teorēma
AMO 2017./2018. 10.4.: "Pierādı̄t, ja x – naturāls skaitlis, tad x8 − x2 dalās ar 252." [3]
Atrisinājums: Tā kā x8 − x2 = x2

(
x6 − 1

)
, lai pierādı̄tu, ka x8 − x2 ≡ 0 (mod m), atliek

pierādı̄t, ka x2 ≡ 0 (mod m) vai x6 ≡ 1 (mod m).
Tā kā 252 = MKD(4, 7, 9), pierādot dalāmı̄bu ar 4, 7 un 9, būsim pierādı̄juši dalāmı̄bu ar

252.
• x8 − x2 dalās ar 4, jo:

– ja x ≡ 0 (mod 4), tad x2 ≡ 0 (mod 4);
– ja x ≡ 1 (mod 4), tad x6 ≡ 1 (mod 4);
– ja x ≡ 2 (mod 4), tad x2 ≡ 4 ≡ 0 (mod 4);
– ja x ≡ 3 (mod 4), tad x6 ≡ 36 ≡ (−1)6 ≡ 1 (mod 4).

• x8 − x2 dalās ar 7, jo:

13



– ja LKD(x, 7) = 1, tad, tā kā φ(7) = 7

(
1− 1

7

)
= 6, kur φ(x) ir Eilera funkcija,

pēc Eilera teorēmas xφ(7) = x6 ≡ 1 (mod 7).
– ja LKD(x, 7) 6= 1, tad x ≡ 0 (mod 7) =⇒ x2 ≡ 0 (mod 7).

• x8 − x2 dalās ar 9, jo:

– ja LKD(x, 9) = 1, tad, tā kā φ(9) = 9

(
1− 1

3

)
= 6, kur φ(x) ir Eilera funkcija,

pēc Eilera teorēmas xφ(9) = x6 ≡ 1 (mod 9).
– ja LKD(x, 9) 6= 1, tad x ≡ 0 (mod 3) =⇒ x2 ≡ 0 (mod 9).

Lı̄dz ar to esam pierādı̄juši, ka x8 − x2 dalās ar 252.

3.8. Ležandra formula
AMO 2018./2019. 12.4.: "Sporta nometnē ir 100 skolēni. Ar N apzı̄mējam, cik veidos šos

100 skolēnus var sadalı̄t 50 pāros (pāru secı̄ba un arı̄ skolēnu secı̄ba pārı̄ nav svarı̄ga). Ar kādu
lielāko trijnieka pakāpi dalās N?" [4]

Atrisinājums: Ir 50 rindas sanumurētas no 1 lı̄dz 50, un katrā rindā jānovieto divi skolēni.

Veidu skaits, kā to var izdarı̄t, ir
49∑
i=0

C2
100−2i =

100!

250
. Taču, tā kā tas nav svarı̄gi, kurā rindā pēc

kārtas ir kurš pāris, ir
100!

250 · 50!
veidi, kā skolēni var sadalı̄ties pāros.

Apzı̄mējot augstāko skaitl,a 3 pakāpi, ar kuru dalās x, kā valuāciju ν3(x) un izmantojot
Ležandra formulu:

ν3(100!) =
∞∑
i=1

⌊
100

3i

⌋
=

⌊
100

3

⌋
+

⌊
100

9

⌋
+

⌊
100

27

⌋
+

⌊
100

81

⌋
= 33 + 11 + 3 + 1 = 48

ν3(50!) =
∞∑
i=1

⌊
50

3i

⌋
=

⌊
50

3

⌋
+

⌊
50

9

⌋
+

⌊
50

27

⌋
= 16 + 5 + 1 = 22

=⇒ ν3

(
100!

250 · 50!

)
= ν3(100!)− ν3

(
250
)
− ν3(50!) = 48− 0− 22 = 26
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Secinājumi

1. Latvijas atklātās matemātikas olimpiādes uzdevumiem pastāv atrisinājumi, kas nav iekl,auti
olimpiādes oficiālajos atrisinājumos, un pētı̄jumā tika atrasti 29 šādi atrisinājumi.

2. Latvijas atklātās matemātikas olimpiādes uzdevumus iespējams risināt, izmantojot arı̄
dažādas teorēmas, kas neparādās vispārējās vidējās izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmā.

3. Iegūtie atrisinājumi ir vērtı̄gi dalı̄bnieku sagatavošanai Latvijas atklātajai matemātikas
olimpiādei un citām olimpiādēm.

4. Košı̄ nevienādı̄bu, Simsona taisni un Ptolemaja teorēmu varētu iekl,aut vispārējās vidējās
izglı̄tı̄bas mācı̄bu programmā, jo šı̄s teorēmas ir saprotamas bez papildu zināšanām, un tās
ir noderı̄gas vairāku uzdevumu atrisinājumos.
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Pielikumi
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1. pielikums

Pirmā dal,a
AMO 2015./2016. 9.2.: "Vai var atrast tādus veselus skaitl,us x, y un z, ka

x3 − 2016xyz = 10?" [1]
Alternatı̄vs atrisinājums: Ja kāds no mainı̄gajiem ir 0, tad 10 = x3 − 2016xyz = x3. Tā

kā 10 nav vesela skaitl,a kubs, šāds atrisinājums nepastāv.
Iznesot x3 − 2016xyz = 10 =⇒ x

(
x2 − 2016yz

)
= 10, var secināt, ka x jābūt skaitl,a 10

veselam dalı̄tājam, tātad x ∈ [−10; 10] =⇒ x3 ∈ [−1000; 1000] =⇒ x3 − 10 ∈ [−1010; 990].
Tikmēr, tā kā x, y, z 6= 0 ir veseli skaitl,i, 2016xyz ∈ (−∞;−2016] ∪ [2016; +∞).
Izriet, ka x3 − 10 6= 2016xyz, jo kreisās un labās puses vērtı̄bu intervālu šk, ēlums ir �.
Tad x3 − 2016xyz 6= 10, lı̄dz ar to dotajam vienādojumam nav atrisinājumu veselos

skaitl,os.

AMO 2016./2017. 9.2.: "Pierādı̄t, ka x6 + y6 +
2

x3y3
− 4 > 0, ja x > 0, y > 0." [2]

Atrisinājums: Sākotnēji nepieciešams pierādı̄t divas nevienādı̄bas.
x6 + y6 > 2x3y3 (I)
x6 − 2x3y3 + y6 > 0(
x3 − y3

)2
> 0, kas izpildās, jo skaitl,a kvadrāts ir nenegatı̄vs.

2x3y3 > 4− 2

x3y3
(II) || · x3y3 > 0

2x6y6 > 4x3y3 − 2
2x6y6 − 4x3y3 + 2 > 0(
x3y3
√

2−
√

2
)2

> 0, kas izpildās, jo skaitl,a kvadrāts ir nenegatı̄vs.

Apvienojot (I) un (II) =⇒ x6 + y6 > 2x3y3 > 4− 2

x3y3
=⇒ x6 + y6 +

2

x3y3
− 4 > 0

AMO 2017./2018. 9.1.: "Dots vienādojums (a− 3)x2 + 5x− 2 = 0. a) Kādām a vērtı̄bām
vienādojumam ir tieši viena sakne? b) Kādām a vērtı̄bām vienādojumam ir divas dažādas reālas
saknes?" [3]

Atrisinājums: a) Ja a = 3, tad iegūst lineāru funkciju 5x − 2 = 0, kuram ir viena sakne
x = 0.4.

Citādi dotais vienādojums ir kvadrātvienādojums, un tam ir viena sakne tad un tikai tad, ja
y0 = 0.

x0 =
−5

2(a− 3)
=⇒ y0 =

−25

4(a− 3)
− 2 =⇒ 0 =

−25

4(a− 3)
− 2 =⇒ a = −1

8
.

Tātad dotajam vienādojumam ir viena sakne, ja a = 3 vai a = −1

8
.

b) Ja a > 3, t.i., a− 3 > 0, tad parabolas vērsums ir uz augšu, tādēl, divas saknes ir tad un
tikai tad, ja y0 < 0.

y0 =
−25

4(a− 3)
− 2 < 0 =⇒ −25

4(a− 3)
< 2 =⇒ a > −1

8
.

Ja a < 3, t.i., a− 3 < 0, tad parabolas vērsums ir uz leju, tādēl, divas saknes ir tad un tikai
tad, ja y0 > 0.

y0 =
−25

4(a− 3)
− 2 > 0 =⇒ −25

4(a− 3)
> 2 =⇒ a > −1

8
.

Tātad dotajam vienādojumam ir divas dažādas saknes, ja a ∈
(
−1

8
; 3

)
∪ (3; +∞).



AMO 2017./2018. 10.2.: "Uz koordinātu ass koordinātu sākumpunktā sēž blusa. Ar vienu
lēcienu tā var aizlēkt vai nu 1, vai 2, vai 5 vienı̄bas pa labi. Cik dažādos veidos blusa var nokl, ūt
punktā, kura koordināta ir 15? (Veidus uzskata par atšk, irı̄giem, ja atšk, iras izdarı̄to lēcienu
secı̄ba.)" [3]

Atrisinājums: 2. tabulā veikta gadı̄jumu pārlase.
Veidu skaits katrā gadı̄jumā aprēk, ināts pēc formulas

(l. kopskaits)!

(5 vien. l. skaits)! · (2 vien. l. skaits)! · (1 vien. l. skaits)!
.

AMO 2017./2018. 10.2. gadı̄jumu pārlases tabula

2. tabula
Cik ir
5 vien.
lēcienu?

Cik ir
2 vien.
lēcienu?

Cik ir
1 vien.
lēcienu?

Cik
kopā ir
lēcienu?

Cik
veidi

pastāv?

Cik ir
5 vien.
lēcienu?

Cik ir
2 vien.
lēcienu?

Cik ir
1 vien.
lēcienu?

Cik
kopā ir
lēcienu?

Cik
veidi

pastāv?
0 0 15 15 1 1 2 6 9 252
0 1 13 14 14 1 3 4 8 280
0 2 11 13 78 1 4 2 7 105
0 3 9 12 220 1 5 0 6 6
0 4 7 11 330 2 0 5 7 21
0 5 5 10 252 2 1 3 6 60
0 6 3 9 84 2 2 1 5 30
0 7 1 8 8 3 0 0 3 1
1 0 10 11 11
1 1 8 10 90 Veidu summa: 1843

AMO 2017./2018. 11.2.: "Cik dažādus taisnstūrus ar izmēriem 1 ·12 var izveidot no 6. attēlā
dotajām figūrin, ām? Taisnstūri, kas atšk, iras ar figūrin, u secı̄bu vai krāsu, ir dažādi." [3]

6. attēls. AMO 2017./2018. 11.2. dotās figūrin, as. Autori A. Liepas Neklātienes matemātikas
skola.

Atrisinājums: 3. tabulā veikta gadı̄jumu pārlase.

Veidu skaits katrā gadı̄jumā aprēk, ināts pēc formulas
(fig. kopskaits)!

(3 r. fig. skaits)! · (1 r. fig. skaits)!
·

2(3 r. fig. skaits).

AMO 2017./2018. 11.2. gadı̄jumu pārlases tabula

3. tabula
Cik ir 3
rūtin, u

figūrin, u?

Cik ir 1
rūtin, as

figūrin, u?

Cik kopā
ir

figūrin, u?

Cik veidi
pastāv?

Cik ir 3
rūtin, u

figūrin, u?

Cik ir 1
rūtin, as

figūrin, u?

Cik kopā
ir

figūrin, u?

Cik veidi
pastāv?

0 12 12 1 3 3 6 160
1 9 10 20 4 0 4 16
2 6 8 112 Veidu summa: 309



AMO 2017./2018. 12.2.: "Cik veidos rindā var iestādı̄t septin, us kokus – liepas, ozolus,
priedes un egles – tā, lai nekur blakus neatrastos divi skuju koki? (Nav obligāti jāizmanto visas
koku sugas. Veidi, kas atšk, iras ar koku secı̄bu rindā, ir dažādi.)" [3]

Atrisinājums: 4. tabulā veikta gadı̄jumu pārlase (S – skuju koks, L – lapu koks).
Iegūtais veidu skaits reizināts ar 27, jo gan S, gan L vietā var būt 2 koki.

AMO 2017./2018. 12.2. gadı̄jumu pārlases tabula

4. tabula
S Veidi Skaits Summa · 27

0 LLLLLLL 1

34 4352
1 SLLLLLL, LSLLLLL, LLSLLLL, LLLSLLL,

LLLLSLL, LLLLLSL, LLLLLLS
7

2 SLSLLLL, SLLSLLL, SLLLSLL, SLLLLSL,
SLLLLLS, LSLSLLL, LSLLSLL, LLLLSLS,
LSLLLSL, LSLLLLS, LLSLSLL, LLSLLSL,
LLSLLLS, LLLSLSL, LLLSLLS

15

3 SLSLSLL, SLSLLSL, SLSLLLS, SLLSLSL,
SLLSLLS, SLLLSLS, LSLSLSL, LSLSLLS,
LSLLSLS, LLSLSLS

10

4 SLSLSLS 1

AMO 2018./2019. 9.4.: "Ja naturāla sešciparu skaitl,a visus nepāra ciparus aizvietotu ar 7,
iegūtu skaitli, kas ir par 5998 lielāks nekā sākotnējais skaitlis. Savukārt, ja sākotnējā skaitlı̄ ar
7 aizvietotu visus pāra ciparus, tad iegūtais skaitlis būtu par 500290 lielāks nekā sākotnējais.
Atrast doto sešciparu skaitli!" [4]

Atrisinājums: Meklējamais skaitlis apzı̄mēts ar abcdef .
Izsakot 5998 kā +6000− 2, izriet, ka c = 7− 6 = 1 un f = 7 + 2 = 9.
Izsakot 500290 kā +500000 + 300 − 10, izriet, ka a = 7 − 5 = 2, d = 7 − 3 = 4 un

e = 7 + 1 = 8.
Vienı̄gais burts, kuram nav piešk, irta vērtı̄ba, ir b, tāpēc b = 7.
Attiecı̄gi meklētais skaitlis ir 271489. Pēc pārbaudes šis skaitlis der.
AMO 2018./2019. 9.5.: "Vai eksistē tāds kvadrātvienādojums ar veseliem koeficientiem,

kuram ir sakne(√
2020− 2

√
2019 +

√
2018

) (√
2020 +

√
2019

) (√
2019 +

√
2018

) (√
2020 +

√
2018

)
?"

[4]
Atrisinājums: Apzı̄mējot 2019 = n, doto izteiksmi var pārveidot par(
−n+ 1−

√
n(n+ 1) +

√
(n− 1)(n+ 1) +

√
n(n− 1)

)
·

·
(√

n(n+ 1) +
√
n(n− 1) +

√
(n− 1)(n+ 1) + n− 1

)
;

tad, definējot
√
n(n+ 1) + n − 1 = a un

√
(n− 1)(n+ 1) +

√
n(n− 1) = b, izteiksme

kl, ūst par (−a+ b)(a+ b) = −a2 − ab+ ab+ b2 = b2 − a2.
Aizstājot a un b ar to sākotnējām definı̄cijām un atverot iekavas, izteiksme noı̄sinās lı̄dz −2.
Attiecı̄gi der jebkurš kvadrātvienādojums ar veseliem koeficientiem, kuram ir sakne −2,

piemēram, (x+ 2)2 = x2 + 4x+ 4, kuram tā ir vienı̄gā sakne.
AMO 2018./2019. 11.1.: "Atrisināt nevienādı̄bu (x−20)19(x+4)

(
√
x2+4)(9−x2)

> 0." [4]

Atrisinājums: Tā kā (x − 20)19 un (x − 20) ir vienāda zı̄me, skaitı̄tāju var vienkāršot kā
(x− 20)(x+ 4), un, tā kā reizinātājs

√
x2 + 4 ir pozitı̄vs, tāpēc neietekmē saucēja zı̄mi, saucēju

var vienkāršot kā 9− x2 = −(x− 3)(x+ 3).



Lı̄dz ar to atliek noteikt kādiem x izpildās
(x− 20)(x+ 4)

−(x− 3)(x+ 3)
> 0.

Tad ir divi varianti:

1.

{
(x− 20)(x+ 4) > 0

−(x− 3)(x+ 3) > 0
=⇒

{
x ∈ (−∞;−4] ∪ [20; +∞)

x ∈ (−3; 3)
=⇒ x ∈ �

2.

{
(x− 20)(x+ 4) 6 0

−(x− 3)(x+ 3) < 0
=⇒

{
x ∈ [−4; 20]

x ∈ (−∞;−3) ∪ (3; +∞)
=⇒ x ∈ [−4;−3)∪(3; 20]

Tātad nevienādı̄bas atrisinājums ir x ∈ [−4;−3) ∪ (3; 20].

Otrā dal,a
AMO 2016./2017. 9.5.: "Atrisināt naturālos skaitl,os vienādojumu

x3 + (x+ 1)3 = (x+ 3)3 + 1." [2]
Atrisinājums: Atverot iekavas, x3+(x+1)3 = (x+3)3+1 kl, ūst par x3−6x2−24x−27 = 0.
Tad x = 9 ir šı̄ vienādojuma sakne, jo 93− 6 · 92− 24 · 9− 27 = 729− 486− 216− 27 = 0.
Attiecı̄gi polinomu var izdalı̄t ar binomu (x− 9) un iegūt

x3 − 6x2 − 24x− 27 = (x− 9)
(
x2 + 3x+ 3

)
.

Novērojot, ka x2 + 3x+ 3 diskriminants D = 32 − 4 · 1 · 3 = 9− 12 = −3 < 0, izriet, ka
sākotnējā vienādojuma vienı̄gais atrisinājums ir x = 9 ∈ N.

AMO 2016./2017. 11.2.: "Doti tādi četri pozitı̄vi skaitl,i a1, a2, a3 un a4, ka
a1a3 = a2a4 = 2017. Kāda ir mazākā iespējamā izteiksmes (a1 + a2)(a3 + a4) vērtı̄ba?" [2]

Atrisinājums: Pēc Košı̄ nevienādı̄bas(
(
√
a1)

2
+ (
√
a2)

2
)(

(
√
a3)

2
+ (
√
a4)

2
)
> (
√
a1 ·
√
a3 +

√
a2 ·
√
a4)

2.

Tad (a1 + a2)(a3 + a4) > (
√
a1a3 +

√
a2a4)

2
=
(√

2017 +
√

2017
)2

=
(

2
√

2017
)2

=

= 4 · 2017 = 8068.
Vienādı̄ba tiek sasniegta, piemēram, ja a1 = a2 = 2017 un a3 = a4 = 1. Tātad izteiksmes

(a1 + a2)(a3 + a4) mazākā iespējamā vērtı̄ba ir 8068.

AMO 2016./2017. 12.2.: "Pierādı̄t, ka
1

a
+

4

b
+

16

c
>

49

a+ b+ c
, ja a, b, c ir pozitı̄vi skaitl,i!"

[2]

Atrisinājums:

(√1

a

)2

+

(√
4

b

)2

+

(√
16

c

)2
((√a)2 +

(√
b
)2

+
(√

c
)2)

>

>

(√
1

a

√
a+

√
4

b

√
b+

√
16

c

√
c

)2

pēc Košı̄ nevienādı̄bas.(
1

a
+

4

b
+

16

c

)
(a+ b+ c) >

(√
1

a
· a+

√
4

b
· b+

√
16

c
· c

)2

= (1 + 2 + 4)2 = 72 = 49

Izdalot abas puses ar a+ b+ c > 0 izriet prası̄tais.
AMO 2017./2018. 11.1.: "Pierādı̄t, ka visām naturālām n vērtı̄bām izpildās 13 + 23 + 33 +

...+ n3 = (1 + 2 + 3 + ...+ n)2." [3]
Atrisinājums: Vienādojuma kreisā puse ir Faulhabera formulas specgadı̄jums

n∑
i=1

i3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

, bet labā puse ir specgadı̄jums
n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
kvadrātā.

Attiecı̄gi 13 + 23 + 33 + ...+ n3 = (1 + 2 + 3 + ...+ n)2 .



2. pielikums

Uzdevums: Pierādı̄t vai atspēkot, ka jebkura trijstūra malu garumiem a, b, c ir spēkā
nevienādı̄ba(

a2 + b2 + c2 − (a− b)2 − (b− c)2 − (c− a)2
)( 1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
> 9 (10)

Atrisinājums: Nevienādı̄ba tiks pierādı̄ta, nevis atspēkota.
Tā kā a, b, c – trijstūra malas, atl,auts veikt Ravi substitūciju: a = x+y, b = y+ z, c = z+x,

kur x, y, z > 0. Pārrakstot (10), iegūst:

(xy + yz + zx)

(
1

(x+ y)2
+

1

(y + z)2
+

1

(z + x)2

)
>

9

4
(11)

Nezaudējot vispārı̄gumu, var pien, emt, ka x > y > z, un spriest, ka:

1

(x+ y)2
+

1

(y + z)2
+

1

(z + x)2
>

1

4xy
+

2

(y + z)(z + x)
(12)

(Šis izpildās, jo, veicot ekvivalentus pārveidojumus, nevienādı̄ba kl, ūst par
4xy(x+ y)2 > (y + z)2(z + x)2, kas izpildās pēc pien, ēmuma, ka x > y > z.)

Tad (11) kl, ūst par

(xy + yz + zx)

(
1

4xy
+

2

(y + z)(z + x)

)
>

9

4
(13)

un (13) pēc ekvivalentiem pārveidojumiem kl, ūst par x2y+xy2 +x2z+xz2 +y2z+yz2 > 6xyz,
kas izpildās pēc sakarı̄bas starp vidējo aritmētisko un vidējo ‘geometrisko.

Piezı̄me: (11) ir 1996. gada Irānas matemātikas olimpiādes uzdevums. [13: p.25]
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