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Anotacija

Darba "Latvijas atklatas matematikas olimpiades uzdevumu nestandarta atrisinajumi” autors
ir Artis Vijups, Salaspils 1. vidusskolas skolnieks un atzinibas ieguvejs 2020. gada Starptautiskaja
matematikas olimpiade.

Merkis ir atrast nestandarta atrisindjumus dazadiem Latvijas atklatas matematikas olimpiades
uzdevumiem, izmantojot tadas strat€gijas un teorémas, kuras ir ieklautas vispar€jas videjas
izglitibas macibu programma matematika, ka art sarezgitakas teorémas, kas macibu programma
nav ieklautas.

Kopa tika atrasti 29 nestandarta atrisinajumi ped€jo Cetru Latvijas atklato matematikas
olimpiaZu uzdevumiem 9.-12. klasém.

Atslegas vardi: matematika, olimpiades, teorémas, nevienadibas, atrisinajumi.

Annotation

The author of the work "Non-standard solutions to problems of the Latvian Open Mathemati-
cal Olympiad" is Artis Vijups, student at the Salaspils Secondary School No 1 and recipient of
an honorary mention at the 2020 International Mathematical Olympiad.

The goal is to find non-standard solutions to various problems from the Latvian Open
Mathematical Olympiad, using strategies and theorems that are part of the general secondary
education mathematics curriculum, as well as more complicated theorems which are not part of
the curriculum.

29 non-standard solutions for problems of the last four Latvian Open Mathematical
Olympiads assigned to Forms 9 through 12 were found in total.

Keywords: mathematics, olympiads, theorems, inequalities, solutions.
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Ievads

Darba téma izveleta, jo darba autors ir piedalijies Starptautiskaja matematikas olimpiade, un
ar1 palidz gatavot skolasbiedrus dalibai citas olimpiadés un konkursos.

Tapéc ieguvums, atrodot jaunus atrisinajumus uzdevumiem un apkopojot tajos izmantotas
teorémas un strat€gijas, ir gan darba autoram, gan ari citiem matematikas olimpiazu dalibniekiem
un pasniedz€jiem.

Darba merkis: atrast nestandarta atrisinajumus peédéjo Cetru Latvijas atklatas matematikas
olimpiaZu uzdevumiem 9.-12. klaseém.

Darba uzdevumi:

* Noteikt un apkopot vértigas teorémas uzdevumu risinasanai.

* Atrast nestandarta atrisinajumus Latvijas atklatas matematikas olimpiades uzdevumiem.

* Apgiut petnieciska darba iemanas; gut praksi noveérojumu un secinajumu izteikSana un

aizstavesana.

Peétijjuma jautajums: Kadas vel stratégijas un teorémas var pielietot Latvijas atklatas
matematikas olimpiades uzdevumu risinasanai papildus oficialajos atrisinajumos izmantotajam?

Darba izmantotas metodes:

¢ literatiiras analize,

* patstaviga uzdevumu risinasana.

Darba struktura. Darbs sastav no ievada, 3 nodalam, 18 apakSnodalam, secinajumiem,
izmantotas literatiiras avotiem un diviem pielikumiem. Darba ir 6 att€li un 4 tabulas.



1.

Izmantotas teoremas

Saja nodala uzskaititas teorémas, kas izmantotas atrastajos atrisinajumos, bet neparadas
vispar€jas videjas izglitibas macibu programma matematika. [11]

1.1.
1.

1.2.

Algebras teoremas

Polinoma daliSana ar binomu. "Ja z = a ir polinoma P sakne, tad P dalas bez atlikuma
ar binomu x — a jeb polinoms P satur reizinataju x — a." [6: p.37]

. Kos1 nevienadiba. "Jebkuriem realiem skaitliem a4, ...,a, un by,... b, izpildas (1)."

[5]

(o) «(24) (52)

. Faulhabera formula. Jebkuriem naturaliem skaitliem a un n izpildas (2), kur B; ir j-tais
Bernulli skaitlis. [10]
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Péc Faulhabera formulas izpildas vienadibas (3), (4) un (5). [10]
1)
Zz - nerl) ®

ZZ,Q n(n+1)(2n+ 1) @

&)

3
o
3
Ll R
=

A/~
=
3
_l_
Nt

~

=1

Geometrijas teoremas

. Simsona taisne. "Ja no trijstirim ABC apvilktas rinka linijas punkta P novelk per-

pendikulus pret taisném AB, BC, C'A, tad perpendikulu pamati atrodas uz vienas taisnes.
So taisni sauc par Simsona taisni." [6: p.39]

Ptolemaja teoréma. Ja ABC'D ir ievilkts Cetrsturis, tad un tikai tad izpildas (6). [14]

AD-BC+ AB-CD = AC-BD 6)

. Ravi substitucija. "Pozitivi skaitli a, b, c ir trijstira malas tad un tikai tad, ja eksiste tadi

pozitivi skaitli x, y, z, kam vienlaicigi izpildas vienadibas a = z+y, b = y+2z,c = z+2x."
[6: p.39]

S1 teoréma netika izmantota neviena no Latvijas atklatas matematikas olimpiades uzde-
vumu risinajumiem, tacu ta tika izmantota atrisinajuma uzdevumam, kas ieklauts ka 2.
pielikums.



1.3.
1.

1.4.

Skaitlu teorijas teoréemas

Divu kvadratu teorema. "Naturalu skaitli n var izteikt ka divu kvadratu summu tad un
tikai tad, ja katram n pirmreizinatajam p”, kuram izpildas p = 3 (mod 4), kapinatajs k ir
para skaitlis." [7]

Eilera teorema. "Ja a un n ir naturali savstarp&ji pirmskaitli, tad izpildas (7)" [8], kur ¢(n)
ir Eilera funkcija, ko var aprékinat péc "(8), kur py, po, ..., py ir visi atseviskie pirmskaitli,
kas dala n." [9]

a®™ =1 (mod n) (7)

| I

. LeZandra formula. Valuaciju v,(n!), tas ir, augstako pirmskaitla p pakapi, ar kuru dalas

naturala skaitla n faktorials, var noteikt pec (9). [12]
> n
vp(nt) = L;J ©)
=1

NepiecieSamas zinasanas

Dazas apskatitas teorémas, pieméram, polinomu daliSana ar binomu, Faulhabera formula un
Eilera teoré€ma, ir iesp&jams izprast tad, ja ir zinaSanas par attiecigi tadam t€mam ka polinomu
daliSanu, Bernulli skaitliem un kongruencém, kas nav ieklautas vispar€jas vid€jas izglitibas
macibu programma.

Tacu citas teorémas — KoS1 nevienadiba, Simsona taisne un Ptolemaja teoréma — ir iesp€jams
saprast, balstoties uz visparéjas videjas izglitibas macibu programma apgutajam zinaSanam,
tapéc So teorému ieklauSana macibu programma, ka art talako atrisinajumu, kuros §is teorémas
tiek izmantotas, apskatiSana, gatavojoties dalibai olimpiad€s, varétu palidzet attistit skolénu
sp&jas dazados algebras un geometrijas uzdevumos.



2. Nestandarta atrisinajumi ar strategijam un teorémam no
vispareéjas videjas izglitibas macibu programmas matematika

Kopa pétijuma atrasti 17 nestandarta, tas ir, atSkirigi no oficialajiem, atrisinajumi pédejo
Cetru Latvijas atklato matematikas olimpiazu (talak — AMO) uzdevumiem 9.-12. klasém, kuros
izmantotas stratégijas un teorémas no visparéjas videjas izglitibas macibu programmas.

8 no Siem atrisinajumiem tiek apskatiti Saja nodala, paréejie 9 tiek apskatiti 1. pielikuma
pirmaja dala.

2.1. Gadijumu pilna parlase

AMO 2017./2018. 9.2.: "Cik dazados veidos basketbola var giit 18 punktus, izmantojot tikai
1 punkta un 3 punktu metienus? Veidi, kas atSkiras tikai ar 1 punkta un 3 punktu metienu secibu,
tiek uzskatiti par dazadiem. Piem&ram, 4 punktus var iegit tris dazados veidos:
4=14+14+14+1=14+3=3+1."[3]
Atrisinajums: 1. tabula att€lota gadijumu parlase.
Veidu skaits katra gadijuma aprekinats pec formulas
(metienu kopskaits)!

(3 punktu metienu skaits)! - (1 punkta metienu skaits)!”

AMO 2017./2018. 9.2. gadijumu parlases tabula

1. tabula
Cikir3 Cikirl Cik Cik Cikir3 Cikirl Cik Cik
punktu punkta  metienu veidos to | punktu punkta  metienu veidos to
metienu? metienu? ir kopa?  var git? | metienu? metienu? ir kopa?  var gut?
0 18 18 1 4 6 10 210
1 15 16 16 ) 3 8 56
2 12 14 91 6 0 6 1
3 9 12 220 Veidu summa: 595 [
2.2. Nevienadibu sistemu ievieSana
-1
AMO 2015./2016. 9.1.: "Atrisinat nevienadibu x2 1 < 0."[1]
’x —
r—1
Atrisinajums: Nevienadibu var parrakstit ka < 0.
! P (@—2)(x+2)
Tad ir divi varianti:
—12>20 e |l;
v 7 € |1 400) =z € [1;2).
(x—=2)(z+2)<0 € (—2;2)
—-1<0 € (—oo;1
2.4 — {7 (=003 1] — 1z € (—o0; —2).
(x—=2)(z+2)>0 x € (—00;—2) U (2;4+00)

Tatad nevienadibas atrisinajums ir z € (—oo; —2) U [1;2). O

2.3. Skaitla kvadrata nenegativitate

AMO 2015./2016. 12.3.: "Zinams, ka realiem skaitliem x, y un z izpildas nevienadiba
2% + xy 4+ yz < 0. Pieradit, ka izpildas ar nevienadiba y* > 8zz." [1]

Atrisinajums: Izsakot 8z 2z no dotas nevienadibas, iegiist
22° 4wy + 22 < 0 = 162 + 8y + 8xz < 0 = 8rz < —162? — Sy,
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Lidz ar to, atliek pieradit, ka y2 > —162% — 8xy.
v + 8xy + 1622 > 0
(y + 4x)* > 0, kas izpildas, jo skaitla kvadrats ir nenegativs. []

2.4. levilkti cetrsturi

AMO 2018./2019. 10.3.: "Dots taisnsturis ABC D, kur AB < BC. Uz malas BC izvéléts
tads punkts F, ka AE = AD. Lenka D AFE bisektrise krusto malu C'D punkta F'. Trijstart ADE
novilkts augstums FG. Pieradit, ka L AGC = LAFC." [4]

Sim uzdevumam tika atrasti divi atrisinajumi.

Atrisinajums A: Konstrukcija 1. attela.

B E C
@
F
>
H
. .
A 5 D

1. attels. Geometriska konstrukcija AMO 2018./2019. 10.3. atrisinajumam A. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Novilkts £D, ED un AF krustpunkts apziméts ar H.
Ta ka AH ir vienadsanu trijstiira (AE = AD péc dota) bisektrise, tas ir arT augstums un
mediana, 1idz ar to H ir diagonales £’ D viduspunkts.
Tapéc, novelkot otru taisnstira £C' DG diagonali GC, nogrieznim GC' pieder punkts H.
£LAHE =90° = LAHFE = LAGE = Ap AGH FE var apvilkt rinka liniju.
== LGAF = LGED.
Ar1 CEGD var apvilkt rinka Iiniju, jo L EGD + LECD = 90° 4 90° = 180°
= LGCF = LGED.
= LGAF = L{GCF = Ap GACF var apvilkt rinka Iiniju. = LAGC = LAFC. []
Atrisinajums B: Konstrukcija 2. attéla.

B E C
L
F
4
M H
»
&
A S D

2. attels. Geometriska konstrukcija AMO 2018./2019. 10.3. atrisinajumam B. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Novilkts £D, ED un AF krustpunkts apziméts ar H.
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Ta ka AH ir vienadsanu trijstiira (AE = AD péc dota) bisektrise, tas ir arf augstums un
mediana, 11dz ar to H ir diagonales £ D viduspunkts.
Tapéc, novelkot otru taisnstira £C' DG diagonali GC, nogrieznim GC' pieder punkts H.
AH un EG krustpunkts apziméts ar M, novilkts M D.
Tad iesp€jams pieradit Sadus faktus:
* AMGH = LM DH, jo,taka AMGD + AMHD = 90° + 90° = 180°, ap MGDH var
apvilkt rinka liniju;
* AMDH = LM FEH, jo, ta ka nogrieznis M H ir gan augstums, gan mediana, AM DFE ir
vienadsanu;
* {HEC = LAFC, jo,taka LECF + LFHF = 90° + 90° = 180°, ap ECF'H var
apvilkt rinka liniju.
Apvienojot Sos faktus, tiek iegtts L AGC = 90° + AMGH = 90° + {MDH =
=90°+ AMFH =180° — LHEC = LAFC. [

2.5. Trijstura laukuma formulas

AMO 2015./2016. 11.1.: "No visiem vienadsanu trijstiriem ar sanu malas garumu 10 cm
atrast to, kuram ir vislielakais laukums!" [1]
Art Sim uzdevumam tika atrasti divi atrisinajumi.

c e o e abc
Atrisinajums A: Prasitais tiks pieradits, pielietojot trijstiira laukuma formulu .S = —, kur

4R
R ir trijstura apvilktas rinka Iinijas radiuss.

10-10 -k
IevieSota = b= 10unc = kR, iegﬁtsS:%RR:%k.

Lielaka iespgjama k vertiba ir 2, jo ¢ < 2R ka rinka linijas horda.

Tad c ir rinka Iinijas diametrs un lenkis starp abam vienadsanu trijstiira sanu malam ir 90°
pec Talesa teorémas.

Tatad no visiem vienadsanu trijsturiem vislielakais laukums ir taisnlenka trijstarim. [

Atrisinajums B: Apsverot malu garumus 10, 10, 2a, S var noteikt péc Hérona formulas
(pusperimetrs p = 10 + a):

S = /(10 +a)(10 +a — 10)(10 + a — 10)(10 + a — 2a) = /(10 + a)(a)(a)(10 — a) =
= /(100 — a?) (a2) = V100a2 — a*.

Jo lielaka ir 100a® — a* vértiba, jo lielaka ir ari v 100a? — a* = S vertiba.

TevieSot z = a?, ieglist 100a” — a* = 100z — 2%

Tad 200 = —2_(102) =50, [idz ar to a® = 50, a = v/50 = 5v/2un 2a = 2 - 5v/2 = 10v/2.

Taka 10v/2 < 10 + 10, pec trijstiira nevienadibas Sis malas garums ir derigs.

Tatad no visiem vienadsanu trijstiiriem ar sanu malas garumu 10 cm tas, kuram ir vislielakais
laukumes, ir tas, kura tresas malas garums ir 10vV2 em. [0

2.6. Koordinatu geometrija

AMO 2018./2019. 9.3.: "Dots vienadsanu taisnlenka trijstiiris ABC' ar taisno lenki C'. Uz
ta hipoteniizas konstruéts taisnstiris ABN M ta, ka punkti C' un N atrodas dazadas pusés no
taisnes AB un AC = AM. Nogrieznis C'M krusto AB punkta P. Punkts L ir malas M N
viduspunkts. Nogrieznis C'L krusto PN punkta (). Pieradit, ka a) trijsturis C B P ir vienadsanu;
b) Cetrstiiris QN BC' ir rombs!" [4]

Atrisinajums: Konstrukcija 3. att€la (nakamaja lappuse).



P H B x
A
Q
L N
M

3. attels. Geometriska konstrukcija AMO 2018./2019. 9.3. atrisinajumam. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

AB viduspunkts apziméts ar H. Taka gan C, gan H, gan L attalums lidz A sakrit ar attalumu
Iidz B, H € C'L.

Pie tam, H ir ABC A mediana un, ta ka ABC'A ir vienadsanu, tas ir arT augstums, 1idz ar to
LAHC =90°.

Tad AAHC ~ AACB (ll), jo LAHC = LACB = 90° un £A ir kopigs, lidz ar to
AH = HC.

Ieviestas divas asis — x ass, kas sakrit ar AB, un y ass, kas sakrit ar AM. Attalums AH
apzimets ar s.

Uzreiz iegtts A(0;0), H(s;0), C(s;s), B(2s;0).

Izmantojot Pitagora teoremu AAHC' iegiist
AC? = AH? + CH? = §* + 82 = 25" = AC = V252 = 5V/2.

Attiecigi iegust M (O; —S\/§>, L (s; —8\/§>, N <25; —8\/§>.

Izmantojot punktu C' un M koordinatas, iegiist, ka taisnes C'M funkcija ir

Yy = <1—|—\/§)x—5\/§.
Sis funkcijas krustpunkts ar x asi ir P (s (2 — \/5) ;O).
Tad, izmantojot punktu P un /N koordinatas, var noteikt, ka taisnes PN funkcija ir

Y = —:r+s<2—\/§>.
Sts funkcijas krustpunkts ar taisni z = s ir Q <3; 5 (1 — \/§> )

Tad, izmantojot attaluma formulu d = \/(z; — 22)2 + (y1 — ¥»)2, iegiist, ka
BC =PB=NB=QN =QC = sV2.

No ta, ka BC = PB, izriet, ka AC BP ir vienadsanu, bet no ta, ka
BC =NB = QN = QC, izriet, ka BNQC' ir rombs. []
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3. Nestandarta atrisinajumi ar teoremam arpus visparejas
videjas izglitibas macibu programmas matematika

Kopa pétijuma atrasti 12 nestandarta, tas ir, at$kirigi no oficialajiem, atrisinajumi pédejo
Cetru Latvijas atklato matematikas olimpiazu uzdevumiem 9.-12. klasém, kuros izmantotas
teorémas arpus visparéjas vidéjas izglitibas macibu programmas.

8 no Siem atrisinajumiem tiek apskatiti Saja nodala, paré€jie 4 tiek apskatiti 1. pielikuma otraja
dala.

3.1. Polinoma dalisana ar binomu

AMO 2017./2018. 11.5.: "Vienadojuma x° — 442? 4 6232 — 2860 = 0 saknes ir trijstiira
malu garumi. Apréekinat $T trijstura laukumu!" [3]

Atrisinajums: Pirmkart, ir iesp€jams noverot, ka z; = 20 ir viena no §1 vienadojuma
sakném, jo 20° — 44 - 20% 4 623 - 20 — 2860 = 8000 — 17600 + 12460 — 2860 = 0.

Attiecigi polinomu var izdalit ar binomu (z — 20), un iegat
2 — 442° + 623z — 2860 = (z — 20) (2” — 24z + 143).

Péc Vjeta teorémas, % — 24 + 143 saknu 5 un x3 summa ir 24, bet reizinajums ir 143.
Attiecigi o = 11 un x5 = 13.

Tagad trijstira laukumu var noteikt péc Heérona formulas. Trijstira pusperimetrs ir
20+ 11+ 13 — 99un

2
S =/22(22 -20)(22 - 11)(22 — 13) = v22-2-11-9=+/22-22-3-3=22-3=66. [J

3.2. Kosi nevienadiba
AMO 2016./2017. 10.2.: "Pieradit, ka visiem pozitiviem skaitliem a un b izpildas

(3_a + 1) (3—b + 1) > 16." [2]
b a

Atrisinajums: Péc Kos1 nevienadibas

2 2 2
\/3—a + 12 3 +12 | > \/3—a-\/3—b+1~1 .
b a b a
3 3 2\
Tad (2 +1) (Z41) > (/22 +1) =@3+12=16. O
b a ab

3.3. Faulhabera formula

AMO 2018./2019. 10.1.: "Pieradit, ka visam naturalam n veértibam ir spéka vienadiba

1 2 3
6+24+60+...+n(n+1)(n+2):n(n+ )("; Jn + )." [4]
Atrisinajums: 6 +24 +60 + ... + n(n+1)(n + 2) =
=D i+ 1)(i+2) =) (P +37+2) = #4+3Y P+2) i=
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
n?(n+ 1) s n(n+1)2n+1) e n(n+1)

n*(n+ 1?4+ 2n(n+1)(2n+1) +4n(n +1)
4
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_nn+1)(nn+1)+22n+1)+4) _n(n+1)(n2+n+4n+2+4)

_ n(n+1) (n2—|—5n4~|— 6) _ n(n+1)(n+2)(n+ 3) S
4 4 ’

3.4. Ptolemaja teorema

AMO 2016./2017. 10.3.: "Taisnstari ABCD caur virsotni A novilkta rinka Iinija, kas
nogrieznus AB, AC' un AD krusto attiecigi punktos P, () un R. Pieradit, ka AB - AP + AD -
AR = AC - AQ!" [2]

Atrisinajums: Konstrukcija 4. attéla.

A P 5
Q

R

D¢ C

4. attels. Geometriska konstrukcija AMO 2016./2017. 10.3. atrisinajumam. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Taka APQR ir apvilkts Cetrstiris, £ RQP = 180° — L RAP = 180° — 90° = 90°.
Tad AABC ~ ARQP (ll),jo LABC = LRQP = 90° un { BAC = LQRP, jo abi lenki
balstas uz hordas P(Q).

Ap_ac
QR PR
Un ACDA ~ ARQP (ll),jo LCDA = LRQP = 90° un LCAD = LRPQ), jo abi lenki
balstas uz hordas Q) R.
AD  AC AB AC AD AB AC AD
= _ = = = =—PR=—un PQ=—.
—~P0 PR QR PR _pg FT Q=T PR=SmwmPQ=—

Talak, ta ka APQR ir apvilkts Cetrstiiris, péc Ptolemaja teorémas izpildas
QR-AP+ PQ-AR = PR - AQ.

AB AD AC
— — AP+ — - AR = — - AQ), kas, pareizinot abas puses ar k, klist par

k k
AB-AP+ AD-AR=AC-AQ. O

3.5. Simsona taisne

AMO 2015./2016. 12.4.: "Trijstart ABC lenka £ ABC bisektrise krusto tam apvilkto rinka
Itniju punkta D. NogrieZzni D P un D(Q ir attiecigi trijstiru ABD un BC'D augstumi. Pieradit,
ka nogrieznis P() krusto malu AC' tas viduspunkta!" [1]

Atrisinajums: Konstrukcija 5. attéla.

Punktam D tuvakie punkti uz malam AB, BC un AC vai to pagarinajumiem atrodas uz
vienas taisnes — Simsona taisnes.

Lidz ar to, apzimejot P() un AC' krustpunktu ar M, iegiist, ka DM 1 AC.

Tad LABD = {DBC = UAD = UDC — AD = DC = AADC' - vienadsanu.
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5. attels. Geometriska konstrukcija AMO 2015./2016. 12.4. atrisinajumam. Izveidots ar
GeoGebra. Autors Artis Vijups.

Si trijstiira augstums DM sakrit ar medianu, 1idz ar to PQ un AC' krustpunkts M ir malas
AC viduspunkts. [

3.6. Divu kvadratu teorema

AMO 2015./2016. 10.3.: "Aritmétiskas progresijas Cetri pec kartas nemti locekli ir veseli
skaitli A, B, C'un D. Pieradit, ka A? + 2B?% 4+ 3C?% + 4D? var izteikt ka divu veselu skaitlu
kvadratu summu!" [1]

Atrisinajums: Izmantojot aritmé&tiskas progresijas definiciju, B = A + d, C = A + 2d,
D = A + 3d, kur d ir aritmétiskas progresijas diference. Tad

A?4+2B% +3C% +4D% = A+ 2(A+d)* + 3(A+2d)* + 4(A + 3d)* =

= A%+ 2A% + 4Ad + 2d° + 3A% + 12Ad + 12d° + 4A% + 24Ad + 36d° =

= 104 + 40Ad + 50d* = 10A* + 40Ad + 40d* + 10d* =

=10 (4> + 4Ad + 4d* + d*) =10 ((A + 2d)> + d*).

Péc divu kvadratu teorémas, starp skaitla (A + 2d)? + d* pirmreizinatajiem nav tads p", kur
p =3 (mod 4) un k ir nepara.

Ta ka skaitla 10 pirmreizinataji 2 un 5, dalot ar 4, nedod atlikumu 3, art starp skaitla
10 ((A 4 2d)* + d°) pirmreizinatajiem nav tads p", kur p = 3 (mod 4) un k ir nepara, tadel p&c
divu kvadratu teorémas ari 10 ((4 + 2d)* + d°) = A* 4+ 2B* + 3C” + 4D” var izteikt ka divu
kvadratu summu. [l

3.7. Eilera teorema

AMO 2017./2018. 10.4.: "Pieradit, ja x — naturals skaitlis, tad 2% — 22 dalas ar 252." [3]
Atrisinajums: Ta ka 2® — 2° = 2” (2° — 1), lai pieraditu, ka 2° — 2® = 0 (mod m), atliek
pieradit, ka 2° = 0 (mod m) vai 2° = 1 (mod m).
Taka 252 = MK D(4,7,9), pieradot dalamibu ar 4, 7 un 9, buisim pieradijusi dalamibu ar
252.
o 2% — 2% dalas ar 4, jo:
- jaz =0 (mod 4), tad 2* = 0 (mod 4);
- jaxz =1 (mod 4), tad 2° = 1 (mod 4);
- jaz =2 (mod4), tad 2* = 4 = 0 (mod 4);
- jaz =3 (mod4), tad 2° = 3° = (—=1)° = 1 (mod 4).
o 2% — 2% dalas ar 7, jo:
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1
- jaLKD(z,7) = 1,tad, taka ¢(7) = 7 (1 — ?) = 6, kur ¢(z) ir Eilera funkcija,
péc Eilera teorémas 27 = 2% = 1 (mod 7).
- jaLKD(x,7) # 1,tad x = 0 (mod 7) = 2° = 0 (mod 7).

o 2% — 27 dalas ar 9, jo:

1
- ja LKD(z,9) =1, tad, taka ¢(9) = 9 (1 - 5) = 6, kur ¢(x) ir Eilera funkcija,

péc Eilera teorémas 2% = 2% = 1 (mod 9).
- jaLKD(x,9) # 1,tadz =0 (mod 3) = 2? =0 (mod 9).
Lidz ar to esam pieradijusi, ka 2® — 2% dalas ar 252. [

3.8. Lezandra formula

AMO 2018./2019. 12.4.: "Sporta nometné ir 100 skoléni. Ar N apzimgjam, cik veidos Sos
100 skolénus var sadalit 50 paros (paru seciba un ar1 skolénu seciba part nav svariga). Ar kadu
lielako trijnieka pakapi dalas N?" [4]

Atrisinajums: Ir 50 rindas sanumurétas no 1 lidz 50, un katra rinda janovieto divi skoléni.

49
100!
Veidu skaits, ka to var izdarft, ir Z Co i = 50 . Tacu, ta ka tas nav svarigi, kura rinda péc
=0
100!
250 . 50!
Apziméjot augstako skaitla 3 pakapi, ar kuru dalas x, ka valuaciju v3(z) un izmantojot
LeZandra formulu:
=, 1100 100 100 100 100
100!) = — | = | — — — — | =33+11+3+1=148
st =3[ =[]« | [ [ = eess

=1

a5 3] - (3] 2] 2] o512

100!
= V3 ( ) v3(100!) — v5 (2°°) — 13(50!) =48 — 0 — 22 =26 [

kartas ir kurs paris, ir veidi, ka skoléni var sadalities paros.

250 . 50!
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Secinajumi
1. Latvijas atklatas matematikas olimpiades uzdevumiem pastav atrisinajumi, kas nav ieklauti
olimpiades oficialajos atrisinajumos, un pétijjuma tika atrasti 29 §adi atrisinajumi.

2. Latvijas atklatas matematikas olimpiades uzdevumus iesp&jams risinat, izmantojot art
dazadas teorémas, kas neparadas vispargjas videjas izglitibas macibu programma.

3. legutie atrisinajumi ir vertigi dalibnieku sagatavoSanai Latvijas atklatajai matematikas
olimpiadei un citam olimpiadém.

4. Kos1 nevienadibu, Simsona taisni un Ptolemaja teorému varétu ieklaut vispar€jas videjas
izglitibas macibu programma, jo §is teorémas ir saprotamas bez papildu zinasanam, un tas
ir noderigas vairaku uzdevumu atrisinajumos.
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1. pielikums

Pirma dala

AMO 2015./2016. 9.2.: "Vai var atrast tadus veselus skaitlus z, y un z, ka
23 — 2016zyz = 10?" [1]

Alternativs atrisinajums: Ja kads no mainigajiem ir 0, tad 10 = 2> — 2016zyz = 2*. Ta
ka 10 nav vesela skaitla kubs, Sads atrisinajums nepastav.

Iznesot * — 2016zyz = 10 = z (2” — 2016yz) = 10, var secinat, ka « jabat skaitla 10
veselam dalitajam, tatad z € [—10; 10] = z* € [-1000; 1000] = 2 — 10 € [~1010; 990).

Tikmer, taka x, y, z # 0 ir veseli skaitli, 2016zyz € (—oo; —2016] U [2016; +00).

Izriet, ka 2® — 10 # 20162y2, jo kreisas un labas puses vértibu intervalu $kélums ir &.

Tad z* — 2016xyz # 10, lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisindjumu veselos
skaitlos. [

AMO 2016./2017. 9.2.: "Pieradit, ka 2° + y° + —
x
Atrisinajums: Sakotn€ji nepiecieSams pieradit divas nevienadibas.
2%+ 9% = 22%y° (1)
2% — 2233 + 45 >0
(2° — y3)2 > 0, kas izpildas, jo skaitla kvadrats ir nenegativs.
2

2f@3>4L—E%F(ID |- 2%y >0
22%9% > 423y — 2
2208 — 423 +2 >0

2
(w3y3\/§ — \/§> > 0, kas izpildas, jo skaitla kvadrats ir nenegativs.

—4>0,jaz>0,y>0."[2]

2 2
Apvienojot (I)un (I1) = 2% +¢° > 22’ >4 — — —= 2"+’ + ——=—-4>0 O
x>y %y

AMO 2017./2018. 9.1.: "Dots vienadojums (a — 3)z* + 5x — 2 = 0. a) Kadam a vértibam
vienadojumam ir tieSi viena sakne? b) Kadam a vértibam vienadojumam ir divas dazadas realas
saknes?" [3]

Atrisinajums: a) Ja a = 3, tad iegiist linearu funkciju 5z — 2 = 0, kuram ir viena sakne
r = 0.4.

Citadi dotais vienadojums ir kvadratvienadojums, un tam ir viena sakne tad un tikai tad, ja
Yo = 0.

o —

-5 25 . =% 1
_— = - — = - — a = ——.
2a—-3 P T ia—3) VT da—3) i 8

Tatad dotajam vienadojumam ir viena sakne, jaa = 3 vaia = ——.

b)Jaa > 3, ti.,a — 3 > 0, tad parabolas vérsums ir uz augsu, tadel divas saknes ir tad un
tikai tad, ja yo < 0.

1
- T 9= 29—
P = 4a-3) 4(a—3) “778

Jaa < 3,ti., a — 3 < 0, tad parabolas vérsums ir uz leju, tadel divas saknes ir tad un tikai
tad, ja yp > 0.

- 1
Y= 4@ —3) " Ha—3) 42Ty

1
Tatad dotajam vienadojumam ir divas dazadas saknes, ja a € <_§; 3) U(3;400). O



AMO 2017./2018. 10.2.: "Uz koordinatu ass koordinatu sakumpunkta s€z blusa. Ar vienu
lecienu ta var aizlekt vai nu 1, vai 2, vai 5 vienibas pa labi. Cik dazados veidos blusa var nokliit
punkta, kura koordinata ir 15?7 (Veidus uzskata par atskirigiem, ja atSkiras izdarito 1€cienu
seciba.)" [3]

Atrisinajums: 2. tabula veikta gadijumu parlase.

Veidu skaits katra gadijuma aprékinats péc formulas
(I. kopskaits)!
(5 vien. l. skaits)! - (2 vien. l. skaits)! - (1 vien. . skaits)!’
AMO 2017./2018. 10.2. gadijumu parlases tabula
2. tabula
Cikir Cikir Cikir Cik Cik Cikir Cikir Cikir Cik Cik
dvien. 2vien. 1vien. kopair wveidi | 5vien. 2vien. 1vien. kopair veidi
lecienu? lecienu? lécienu? lécienu? pastav? | lecienu? lécienu? lecienu? l€cienu? pastav?
0 0 15 15 1 1 2 6 9 252
0 1 13 14 14 1 3 4 8 280
0 2 11 13 78 1 4 2 7 105
0 3 9 12 220 1 5 0 6 6
0 4 7 11 330 2 0 ) 7 21
0 5 5 10 252 2 1 3 6 60
0 6 3 9 84 2 2 1 5 30
0 7 1 8 8 3 0 0 3 1
1 0 10 11 11
1 1 8 10 90 Veidu summa: 1843 [0

AMO 2017./2018. 11.2.: "Cik dazadus taisnstiirus ar izmériem 1 - 12 var izveidot no 6. atte€la
dotajam figurinam? Taisnsturi, kas atSkiras ar figtirinu secibu vai krasu, ir dazadi." [3]

[ NNy

6. attels. AMO 2017./2018. 11.2. dotas figirinas. Autori A. Liepas Neklatienes matematikas
skola.

Atrisinajums: 3. tabula veikta gadijumu parlase.
(fig. kopskaits)!

(3. fig. skaits)! - (1 r. fig. skaits)! .

Veidu skaits katra gadijuma aprékinats péc formulas

2(3 r. fig. skaits)

AMO 2017./2018. 11.2. gadijumu parlases tabula

3. tabula
Cikir 3 Cikir1 Cikkopa Cikveidi | Cikir3 Cikir1 Cikkopa Cik veidi
rutinu rutinas ir pastav? rutinu rutinas ir pastav?
figurinu? figirinu? figurinu? figurinu? fighrinu? figurinu?
0 12 12 1 3 3 6 160
1 9 10 20 4 0 4 16
2 6 8 112 Veidu summa: 309 [




AMO 2017./2018. 12.2.: "Cik veidos rinda var iestadit septinus kokus — liepas, ozolus,
priedes un egles — ta, lai nekur blakus neatrastos divi skuju koki? (Nav obligati jaizmanto visas
koku sugas. Veidi, kas atskiras ar koku secibu rinda, ir dazadi.)" [3]

Atrisinajums: 4. tabula veikta gadijumu parlase (S — skuju koks, L — lapu koks).

Tegiitais veidu skaits reizinats ar 27, jo gan S, gan L vieta var biit 2 koki.

AMO 2017./2018. 12.2. gadijumu parlases tabula

4, tabula
S Veidi Skaits | Summal - 27
0 LLLLLLL 1
1 SLLLLLL, LSLLLLL, LLSLLLL, LLLSLLL, |7
LLLLSLL, LLLLLSL, LLLLLLS 34 4352 [
2 SLSLLLL, SLLSLLL, SLLLSLL, SLLLLSL, | 15

SLLLLLS, LSLSLLL, LSLLSLL, LLLLSLS,
LSLLLSL, LSLLLLS, LLSLSLL, LLSLLSL,
LLSLLLS, LLLSLSL, LLLSLLS

3 SLSLSLL, SLSLLSL, SLSLLLS, SLLSLSL, | 10
SLLSLLS, SLLLSLS, LSLSLSL, LSLSLLS,
LSLLSLS, LLSLSLS

4 SLSLSLS 1

AMO 2018./2019. 9.4.: "Ja naturala seSciparu skaitla visus nepara ciparus aizvietotu ar 7,
iegutu skaitli, kas ir par 5998 lielaks neka sakotngjais skaitlis. Savukart, ja sakotneja skaitli ar
7 aizvietotu visus para ciparus, tad iegutais skaitlis butu par 500290 lielaks neka sakotnéjais.
Atrast doto seSciparu skaitli!" [4]

Atrisinajums: Mekl€jamais skaitlis apziméts ar abcde f.

Izsakot 5998 ka +6000 — 2, izriet, kac=7—6=1un f =7+2=09.

Izsakot 500290 ka +500000 + 300 — 10, izriet, kaa = 7—5=2,d =7 —3 = 4 un
e=7+1=28.

Vienigais burts, kuram nav pieskirta veértiba, ir b, tapéc b = 7.

Attiecigi mekletais skaitlis ir 271489. Pec parbaudes Sis skaitlis der. [

AMO 2018./2019. 9.5.: "Vai eksisté tads kvadratvienadojums ar veseliem koeficientiem,
kuram ir sakne
(/2020 — 2v/2019 + v/2018) (/2020 + v/2019) (v/2019 + v/2018) (v/2020 + /2018)?"

[4]

Atrisinajums: Apzimégjot 2019 = n, doto izteiksmi var parveidot par
(—n+ 1—+/nn+1)+vn—1n+1)+/n(n - 1)) :

-(\/n(n—|—1)+\/n(n— D+vVn—1)(n+1)+n— 1);

tad, defingjot \/n(n+1) +n—1=aun\/(n —1)(n+ 1) + /n(n — 1) = b, izteiksme
Kltist par (—a + b)(a + b) = —a® — ab + ab + b* = b* — a®.

Aizstajot a un b ar to sakotn€jam definicijam un atverot iekavas, izteiksme noisinas lidz —2.

Attiecigi der jebkurs kvadratvienadojums ar veseliem koeficientiem, kuram ir sakne —2,
pieméram, (z + 2)2 = 22 + 4z + 4, kuram ta ir vieniga sakne. [

AMO 2018./2019. 11.1.: "Atrisinat nevienadibu % > 0." [4]

Atrisinajums: Ta ka (z — 20)" un (x — 20) ir vienada zime, skaititaju var vienkarSot ka
(x — 20)(z + 4), un, ta ka reizinatajs v x2 + 4 ir pozitivs, tapéc neietekmé saucgja zimi, saucgju
var vienkar$otka 9 — 2° = —(z — 3)(z + 3).




(x —20)(x +4)
—(z—3)(x+3) "

Lidz ar to atliek noteikt kadiem x izpildas

Tad ir divi varianti:
| (x —20)(z+4) >0 _JTE (—o0; —4] U [20; +00)
|- -3)(z+3)>0 € (-3;3)

2.{(x—20)(w+4)<0 . {;UE[—4;20]

—r e J

—(z—3)(x+3) <0 pE(—00—3)U(Bi4o0) 1 C [—4; =3)U(3; 20]

Tatad nevienadibas atrisinajums ir x € [—4; —3) U (3;20]. O

Otra dala

AMO 2016./2017. 9.5.: "Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu
2+ (r+1)° = (z+3)° +1."[2]
Atrisinajums: Atverotiekavas, 2° 4 (z+1)* = (x+3)*+1 klast par 2° — 62> —242—27 = 0.
Tad x = 9 ir §1 vienadojuma sakne, jo 9° — 6- 9% — 24 -9 — 27 = 729 — 486 — 216 — 27 = 0.
Attiecigi polinomu var izdalit ar binomu (x — 9) un iegat
2® — 62% — 24z — 27 = (z — 9) (2° + 3z + 3).
Noveérojot, ka 2% + 32 + 3 diskriminants D =32 —4-1-3=9 — 12 = —3 < 0, izriet, ka
sakotn€ja vienadojuma vienigais atrisinajumsirz =9 € N. [l
AMO 2016./2017. 11.2.: "Doti tadi Cetri pozitivi skaitli ay, as, az un a4, ka
ajasz = asay = 2017. Kada ir mazaka iesp&jama izteiksmes (a; + az)(az + a4) vertiba?" [2]
Atrisinajums: Péc Kosi nevienadibas

((Van + (Vae)) (V' + (Van?) 2 (Var - vas + vaz - v

2 2
Tad (a1 + az)(as + as) = (\/a1as + \/aza1)’ = (\/2017 + \/2017) - (2\/2017) -
=4-2017 = 8068.
Vienadiba tiek sasniegta, pieméram, ja a; = as = 2017 un a3 = a4 = 1. Tatad izteiksmes

(a1 + az)(as + a4) mazaka iesp&jama vertiba ir 8068. [

1 4 16 49
AMO 2016./2017. 12.2.: "Pieradit, ka — —I— +— > ——,jaa, b, cir pozitivi skaitli!"
0] b ¢ a+b+c

Atrisinajums: ( é)z—F( %>2+< 1—66)2 ((\/5)2+<\/l_7>2+(\/5)2)2
<\[ Va+ \[ Vb + \/> Ve ) pec Kogi nevienadibas.
(5+%+16) (a+b+c) > (\/— a+\/— b+\/ ) (1+2+4+4)*=7"=149

Izdalot abas puses ar a + b + ¢ > 0 izriet prasitais.

AMO 2017./2018. 11.1.: "Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas 1° 4 23 + 3% +
At =(1+2+3+...+n)"[3]

Atrisinajums: Vienadojuma kreisa puse ir Faulhabera formulas specgadijums

n 1 2 n 1
Z i = <w> , bet laba puse ir specgadijums Zz = M kvadrata.
i=1 2 i=1 2

Attiecigi 1° 4+ 23 + 3% + . +n¥=(1+24+3+ ... +n)*. O




2. pielikums

Uzdevums: Pieradit vai atspékot, ka jebkura trijstira malu garumiem a, b, c ir speka
nevienadiba

1 1 1
2,12 | 2 2 2 2
(@®+0*+c —(a—b)*—(b—c) —(c—a))(;+b—2+g>>9 (10)
Atrisinajums: Nevienadiba tiks pieradita, nevis atspekota.
Taka a, b, c — trijstiira malas, atlauts veikt Ravi substitiiciju: a = x+vy,b=y+2,¢c = 2+,
kur x,y, z > 0. Parrakstot (10), iegust:

1 1 1 9
v (e e ) 2 b

Nezaudgjot visparigumu, var pienemt, ka x > y > z, un spriest, ka:

1 1 1 1 2

CET AN T LI CE R il rrarags ) ey (12

(Sis izpildas, jo, veicot ekvivalentus parveidojumus, nevienadiba kliist par
day(x +y)? = (y + 2)*(z + )2, kas izpildas péc pienémuma, ka z >y > z.)
Tad (11) klust par

1 2 9 "
v (g5 ) 2 ®

un (13) péc ekvivalentiem parveidojumiem kliist par 2%y + xy® + 2?2 + 22° + y°2 + y2* > 6xyz,
kas izpildas péc sakaribas starp vidéjo aritmétisko un vid€jo geometrisko. [
Piezime: (11) ir 1996. gada Iranas matematikas olimpiades uzdevums. [13: p.25]
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